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Résume



Résume .

Ce travail présente une étude analytique sur I’analyse de la stabilité des plaques épaisses
isotropes et fonctionnellement graduées soumises a plusieurs types de chargement axial. Le
modele développé tient en compte ’effet de la déformation de cisaillement transverse et
contient seulement quatre variables inconnus. Ce mode¢le est bas¢ sur une nouvelle fonction
de gauchissement hyperbolique inverse qui a sur les conditions aux limites a la surface libre
de la plaque (supérieure et inférieure). Les propriétés des matériaux utilisés sont calculées
suivant des fonctions des lois de puissance dans la direction de I’épaisseur de la plaque. Les
équations d’équilibre sont déterminées et résolue par le principe des travaux virtuels et la
procédure de Navier, respectivement. La validité et 1’efficacité de la formulation proposée
sont vérifi¢ en comparant les résultats obtenus avec ceux trouvés dans la littérature. Plusieurs
études sont présentées pour examiner les effets de I’indice de matériaux, rapport de géometre
et de dimensions et le type de chargement sur la charge critique des flambements des plaques

isotropes et fonctionnellement gradués simplement appuyées.

Mots clés : plaque fonctionnellement graduées, flambement, théorie de déformation de
cisaillement, principe des travaux virtuels, procédure de Navier, charge critique de

flambement.
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Abstract



Abstract

This work presents an analytical investigation on the stability analysis of isotropic and
functionally graded thick plates subjected to several types of axial loads. The developed
model takes into account the transverse shear deformation effect and contains only four
unknown variables. This model is based on a novel inverse hyperbolic warping function
which ensures the boundary conditions at the free surfaces of the plate (top and bottom). The
properties of the used materials are computed according to a power law function in the
direction of plate thickness. The stability equations are determined and resolved via virtual
works principle and Navier procedure, respectively. The validity and efficiency of the
proposed formulation are checked by comparing the obtained results with those found in the
literature. Several studies are presented to examine the effects of the material index, geometry
and aspect ratio and loading type on the critical buckling load of simply supported isotropic

and functionally graded plate.

Keywords: functionally graded plate, buckling, shear deformation theory, virtual work

principle, Navier procedure, critical buckling load.
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Introduction générale

Le monde industriel est en évolution permanente et une quéte dans le perfectionnement de
la recherche. Cette perfection étre réalisé¢ grace a le progres de la science qui a atteint des
résultats de la recherche scientifiques, ce qui permet la conception des procédures de
développements industriels.

Les matériaux sont considérés comme une composante de recherche prometteuse, car on
trouve leurs applications dans tous les domaines. Pour cette raison, 1’innovation de ces
matériaux importance pour répondre au besoin de technologique.

Comme les matériaux classiques devenus limités et soumises a des contraintes de plus en
plus complexes. Donc, il est devenu nécessaire de développer des nouveaux matériaux pour
trouver des solutions a ces limites, cette nouvelle catégorie des matériaux apparait sous le
nom « matériaux composites ».

Les matériaux composites sont généralement constitués de deux ou plusieurs matériaux de
natures différentes, dont 1’association confeére a 1I’ensemble des performances supérieurs a
celles des composants pris séparément. Ainsi, des propriétés telles que la rigidité et la
résistance a la fatigue, a la corrosion aussi a 'usure. Ils peuvent étre endommagés car un
sérieux probleme était détecté c’est la discontinuité des propriétés et des forts concentrations
de contraintes au niveau d’interface parce qu’ils sont constitués de couches. Cette
discontinuité est la cause principale qui produit le délaminage.

Des matériaux plus modernes sont I’innovation du siécle, cette nouvelle classe de
matériaux appelée matériaux a gradient fonctionnel (En anglais : Functionnally Graded
Materials, FGM) a suscité un intérét grace a ces avantages, ils sont capable de supporter des
gradients de température tres élevée. Ce sont des matériaux composites compliqués avec une
variation progressive continue des fractions volumiques de chaque constituent, ¢liminant la
discontinuité au niveau de interfaces.

Les matériaux a gradient fonctionnel ont prouvé fortement leur présence au monde
industriel et on acquit une grande popularit¢ en raison de leurs capacités thermiques et
mécaniques considérables, introduits en premier temps dans le laboratoire national

d’aérospatial par un groupe scientifiques japonais en 1984 ( Koizumi, 1993).

Typiquement, les FGM sont fabriqués par la céramique et le métal, ils sont utilisés comme
des ¢éléments de structure travaillant dans des environnements a haute température car leurs

compositions riches en céramique. Cependant, les FGM touchant un large éventail
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d’application dans de divers domaines comme: génie civil, I’aéronautique, véhicules spacieux,
nucléaire aussi le domaine de la médecine et de 1’électricité, etc.

Etant donné que les effets de la déformation de cisaillement sont trés considérés dans les
FGM, donc il est nécessaire de bien choisir la bonne théorie décrivant correctement le
comportement statique et dynamique de la structure. Parmi ces théories, la théorie classique
des plaques minces « CPT », la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre
« FSDT » et la théorie de déformation d’ordre élevée « HSDT ».

Le plus simple est la théorie classique des plaques (CPT) qui ignore les effets de
cisaillement transverse. Ce modele est non applicable pour les plaques épaisses et orthotropes
avec un degré important du rapport des modules. Afin de surmonter ces limitations, la théorie
de déformation de cisaillement qui considére 1’effet du cisaillement transverse a été introduite
par plusieurs chercheurs. En effet, la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre
(FSDT) et la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (HSDT) ont été proposée
comme une amélioration de la CPT. La FSDT développée par Reissner (1945) et Mindlin
(1951) considére les effets du cisaillement transverse par I’intermédiaire d’une distribution
linéaire des déplacements a travers 1’épaisseur.

Plusieurs investigations ont été présentées dans différents articles scientifiques en utilisant
la FSDT dans la vibration libre des plaques composites (Yan et al. 1966; Whitney, 1969;
Whitney et Pagano, 1970; Sun et Whitney, 1973; Reddy, 1997). Kant et Swaminathan (2002)
ont employé la FSDT présenté par Whitney et Pagano (1970) pour la réponse dynamique des
plaques composites stratifiées et des plaques sandwich. Sadoune et al. (2014) ont développé
une nouvelle théorie de déformation de cisaillement du premier ordre pour le comportement
mécanique des plaques stratifiées. Meksi et al. (2015) ont proposé aussi une nouvelle théorie
simple de déformation de cisaillement du premier ordre avec seulement quatre variables pour
I’analyse vibratoire et statique des plaques fonctionnellement graduée. Bellifa et al. (2016) ont
utilis¢é une nouvelle théorie FSDT pour D’analyse statique et dynamique des plaques
fonctionnellement graduée. Hadji et al. (2016) ont analysé une poutre fonctionnellement
graduée en employant une nouvelle théorie FSDT. Yaghoobi et al. (2014) ont proposé une
formulation analytique pour I’analyse de la vibration non linéaire et du post flambement des
poutres fonctionnellement graduée reposant sur une fondation ¢lastique non linéaire et
soumise a un chargement thermomécanique. Bourada et al. (2012) ont présenté une nouvelle
théorie raffinée des plaques a quatre variables pour I’analyse de la stabilité thermique des
plaques sandwich fonctionnellement graduée. Il est a noter que plusieurs HSDTs sont utilisés

aussi pour ¢étudier la déformation des structures composites soumises a une grande distorsion
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géométrique (Katariya et Panda 2016, Kar et Panda 2014). Tounsi et ces collaborateurs
(Benachour et al. 2011, Houari et al. 2013, Tounsi et al. 2013, Saidi et al. 2013, Fekrar et al.
2014, Hadji et al. 2014, Ait Yahia et al. 2015, Sallai et al. 2015, Bennai et al. 2015, Merazi et
al. 2015, Al-Basyouni et al. 2015, Attia et al. 2015, Ait Atmane et al. 2015, Boukhari 2016,
Bounouara et al. 2016) ont proposé des nouvelles HSDTs pour étudier le comportement des
structures composites.

Récemment, Mantari et Granados (2015) ont proposé une nouvelle FSDT avec quatre
variables dans laquelle des termes d’intégrale sont utilisés dans la cinématique de la plaque.
Puisque les FSDTs ne respectant pas les conditions d’équilibre dans les surfaces supérieures
et inférieures, des coefficients de corrections de cisaillement sont exigés pour corriger la
distribution irréelle de la contrainte/ déformation de cisaillement a travers 1’épaisseur. Pour
ces raisons, plusieurs HSDTs ont été proposées pour améliorer les limitations de la FSDT tels
que Levinson (1980), Bhimaraddi et Stevens (1984), Reddy (1984), Ren (1986), et Kant et
Pandya (1988). Une bonne revue et synthése de ces modeles pour I’investigation des plaques
stratifi¢ peut étre trouvé dans la littérature (Noor et Burton 1989a, b, Reddy 1990 et 1993,
Mallikarjuna et Kant 1993, Dahsin et Xiaoyu 1996). Reddy (1984) a proposé¢ une HSDT avec
des distributions cubiques des déplacements axiaux. En se basant sur la théorie de Reddy,
Xiang et al. (2011) ont développé une théorie de déformation de cisaillement a n-ordre. Kant
et Pandya (1988), Mallikarjuna et Kant (1989) et Kant et Khare (1997) ont employé¢ aussi des
théories HSDTs avec des distributions cubiques pour les déplacements axiaux. Récemment,
une nouvelle classe de théories HSDTs est proposée par plusieurs chercheurs tels que
Shahrjerdi et al. (2011), Viswanathan et al. (2013), Ait Amar Meziane et al. (2014), Belabed
et al. (2014), Ahmed (2014), Swaminathan et Naveenkumar (2014), Nedri et al. (2014),
Bourada et al. (2015), Hamidi et al. (2015), Kar et al. (2015), Mabhi et al. (2015), Saidi et al.
(2016), Bennoun et al. (2016) and Tounsi et al. (2016).

Ce travail a I’objectif de présenter le développement de la théorie d’ordre élevé de la
déformation de cisaillement transverse sur la stabilité des plaques simplement appuyées. Cette
théorie n’exige pas de facteur de correction de cisaillement et de confronter les résultats

obtenus aux résultats des autres modeles proposés dans la littérature.



Ce travail de mémoire s’articule autour de quatre chapitres.

Le premier chapitre, présente les matériaux fonctionnellement gradués, leurs propriétés,
leurs I’histoire de leur développement, leurs principales méthodes de fabrication et leurs

domaines d’application.

Le deuxiéme chapitre, est consacré pour la présentation des différentes théories de
déformations des plaques.

Dans le troisieme chapitre, nous avons proposé une solution analytique de 1’analyse de la
stabilité¢ des plaques en matériaux a gradient de propriétés « FGM » en utilisant la théorie
d’ordre élevée hyperbolique inverse.

Le quatriéme chapitre est consacré pour les résultats et le tracé des courbes des études

comparatives réalisés et commentaires sur les résultats.

En fin, ce travail se termine par une conclusion générale en présentant des

perspectives en mettant une valeur aux résultats obtenus.
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Chapitre | Généralités sur les matériaux Fonctionnellement Gradués (FGM)

I.1 Introduction

L’un des derniers développements des matériaux avancés, est, les matériaux composites
fonctionnellement gradués FGM. Ils sont exploités pour les hauts performances car sa forte
résistance mécanique, thermique ou a la corrosion. Il s’intéresse a divers domaines
d’applications de haute technologies: aéronautique, aérospatial, nucléaire et en génie civil et
aussi appliqué dans le domaine de la biomédicale.

Les FGM sont des modernes classes de matériaux composites spéciaux, il composés d’un
mélange de céramique et de métal. Récemment, ce type de matériel a suscité un grand intérét
dans la communauté scientifique car ses multiples avantages, parmi ses avantages est sa
résistance a des environnements a gradient de température élevée et de I’amélioration de la
rigidité, etc.

1.2 Les matériaux composites
1.2.1 Définition de matériau composite

Un matériau composite est constitu¢ de 1’assemblage de deux matériaux ou plus de natures

différentes. Se complétant et permettant d’aboutir a un matériau hétérogene dont 1’ensemble

des performances est supérieur a celui des composants pris séparément.

nor

(@) (b)

Figure 1.1: Schéma illustratif d 'un matériau composite.

Le principal intérét de 1’utilisation des matériaux composites provient de ses excellentes
caractéristiques. Ils disposent d’atouts importants par rapport aux matériaux traditionnels. Ils
apportent de nombreux avantages fonctionnels :

» Légereté ;
» Grande résistance a la fatigue ;

» Liberté de formes ;
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» Maintenance réduite ;
» Faible vieillissement sous 1’action de I’humidité, de la chaleur, de la corrosion (sauf
alu carbone) ;
» Une bonne isolation électrique.
On distingue habituellement trois familles :
e Les composites a matrice organique (CMO).
e Les composites a matrice céramique (CMC).
e Les composites a matrice métallique (CMM).
1.2.2Composition de matériau composite
1.2.2.1 Les Matrices
La matrice est I’¢lément qui lie et maintient les fibres. Elle répartie les efforts (résistance a
la compression ou a la flexion) et assure la protection chimique des fibres.

Les différentes familles de Matrice sont présentées par 1’organigramme suivant :

1 1 1
[ Thermodurcissables J [ Elastomeéres ] [Thcrnwplasliquch

—{ Polyesters ] [ Polyamide ]7[ M¢talliques }—
—{ Phénoliques ] [ Polycarbonate )—[ Céramiques }—
—{ Epoxy J [ Polyester saturé }—

Figure 1.2: Les différentes familles de matrices.

1.2.2.2 Les Renforts
Les renforts contribuent a améliorer la résistance mécanique et la rigidité des matériaux
composites et se présentent sous forme filamentaire, allant de la particule de forme allongée a
la fibre continue qui donne au matériau un effet directif. Ils sont caractérisés par :
e La nature de la fibre, minérale ou organique,
e L’architecture du renfort, Unidirectionnel (UD) au tissu...
Chacune de ces familles possede des propriétés différents et pour chacune d’entre elles

Différents types de renforts sont employés.

-
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Les différentes familles de renforts sont présentées par 1’organigramme suivant :

__Renfort_|

[ Orgat‘liqucs J [ lnorgalniquch

[ Polyesters ]— [ Végétaux ] [ Mincf:raux ]

[ Aramides ]—

[ Mc’:tal.liqucs ] [ Céranlliques ]

[ Verre CcDER }

Coton

Papier [ Bore }

Jute [ Carbone J‘

Figure 1.3: Les différentes familles de renforts.

1.2.3 Architecture des matériaux composites
1.2.3.1 Monocouche

Les monocouches représentent 1’¢lément de base de la structure composite. Les différents
types de monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : a fibres continue, a fibres

courtes, fibres tissus et mat.

'

Figure 1.4: Matériau composite monocouche.
1.2.3.2 Stratifie

Les stratifiés sont constitués de couches successives (appelées parfois plis) de renforts (fils,

stratifies, mat, tissus, etc.) imprégnés de résines.
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stratifié

Figure 1.5: Matériau composite stratifie.

1.2.3.3 Sandwichs

Matériaux composés de deux semelles (ou peaux) de grande rigidité et de faible épaisseur
enveloppant une ame (ou cceur) de forte épaisseur et faible résistance. L’ensemble forme une
structure d’une grande légereté. Le matériau sandwich posseéde une grande rigidité en flexion

et c’est un excellent isolant thermique.

stratifié

Figure 1.6: Matériau sandwiches a ame pleine.
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1.3 Matériaux a gradient fonctionnel (FGM)
1.3.1 Définition des FGM

Les matériaux a gradient fonctionnel (Functionnally Graded Materials : FGM) ou les
matériaux fonctionnellement gradués sont une nouvelle classe de matériaux composites qui
ont des propriétés mécaniques variables suivant une fonction dans une direction donnée, en
général c’est 1’épaisseur de la plaque. Leurs microstructures et la composition varient
graduellement et continument avec la position de mani¢re a optimiser les performances
mécaniques et thermiques de la structure qu’ils constituent. Ils sont considérés comme des
matériaux intelligents dont les fonctions désirées sont intégrées, dés la conception, au cceur
méme de la matiére. A chaque interface, le matériau est choisi selon les applications
spécifiques et les charges environnementales. Ces matériaux possédent de multiples avantages
qui peuvent les rendre attractifs du point de vue de leur potentiel d’application. Il peut s’agir
de I’amélioration de la rigidité, de la tenue a la fatigue, de la résistance a la corrosion ou de la
conductivité thermique en plus d’avoir une gradation des propriétés permettant ainsi
d’augmenter ou de moduler des performances telles que la réduction des contraintes locales
ou encore I’amélioration du transfert de chaleur.

1.3.2 Histoire du Développement Architectural du Concept FGM

Devant 1’évolution croissante de la technologie, et les exigences de plus en plus pressantes
de I’industrie moderne pour trouver des matériaux performants. L utilisation scientifique des
matériaux de base disponibles en divers composés inorganiques et organiques sa fait le
chemin pour le développement des polymeres avancés, les alliages, les céramiques
d'ingénierie structurelles, etc. Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) sont des matériaux
de pointe dans la famille des composites d'ingénierie, constitués en deux ou plusieurs phases
de composition continue et variable.

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) peuvent étre utilisé et appliqué dans ses
plusieurs domaines pour des usages structuraux et fonctionnels, Durant les années 1980 et
1990, plusieurs programmes de cinq ans ont été conduits au japon afin de développer
I’architecture des FGM. Et d’étudier également ces matériaux pour les applications de hautes
températures (par exemple, éléments pour navettes spatial hypersonique) ainsi que pour des
applications fonctionnelles (par exemple, convertisseurs thermoélectriques et thermo-
ioniques).Ces programmes ont conduit au développement de la conception architecturale du
FGM et de ces perspectives.

Les FGM sont des composites présentant des caractéristiques macroscopiquement

inhomogenes. Ils sont constitués de plusieurs couches contenant des composants différents
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tels que les céramiques (c6té haute températures) et les métaux (coté basse température). Le
changement continu dans la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue
les FGM des matériaux composites conventionnels (Monocouches, Stratifiés, Sandwichs,

(Koizumi, 1993). Il en résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM.
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thermo-durcissables
+

Charges minérales
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+

-

Matrices

thormo-durcissabloes

expansges

Fibres (verre,

carbone, aramide) |

Structures snndwich ]

| Beton polymere | e

-
\ e e
_—TPannean fagade —

| Revétements routicrs | . L : . \
= N pons )]
conatruction -~

B - ,; \'\> — e — - ——
SIS~ / . T C Plaques de
: T AR __ < Cables > —eonverture -

Structures i e
=i — ~ Planchers
“~techniques —

)

PR

A T e "
Faces externes "'--3/'_\1?'““'1"’_“-""\—“" Sectic
de panneaux ik biazyh) ) R
R ~_pultrudée n
ant s = — -
sandwich Bétan

précontraint

Béton 1
arme | Poutrelles

Figure 1.7: lllustration de la hiérarchie de FGM.

Les chercheurs ont développé ces propriétés, ils avaient réussi a fabriquer des petites
picces expérimentales (1-10 mm d’épaisseur et 30 mm de diametre).Ont été utilisées des
techniques pour fabriquer ces matériaux présentant un gradient de composition et de structure,
ces techniques sont les suivants :

- Le systéme SiC/Cpar C.V.D ;

- Le systeme PSZ/Mo par synthése par la technique de la compaction séche des poudres ;

- Le systéme TiB2/Cu par synthése auto-propagation a haute température ;

-Le systéme (Ni-Cr-Al-Y) / (ZrO2-Y203) par projection plasma a double torches
(Okamura, 1991).

Bien que le concept des FGM et la capacité a le fabriquer semble étre une invention
d'ingénierie avancée, le concept n'est pas nouveau. Ces types de substances ont été trouvés
dans la nature. Quelques exemples de FGM naturels ont ét¢ inclus dans la figure 1.8 pour
illustration. Les os ont une classification fonctionnelle et méme notre peau est également
graduée pour fournir certaine fermeté, un toucher et une ¢lasticit¢é en fonction de la
profondeur de la peau et 'emplacement sur le corps. Les constituants des FGM modifiés par
I'homme impliquent généralement deux phases de matériau isotrope, bien qu’un certain

nombre de configurations chimiquement et spatialement compatibles puissant exister. Ces
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composants comprennent souvent des alliages d'ingénierie de magnésium, l'aluminium, le

cuivre, le titane, le tungsténe, l'acier, etc. Et les céramiques structurelles avancées telles que la

zircone, l'alumine, le carbure de silicium et de carbure de tungsténe.

a.L’os b. La peau

C. Bambou

Figure 1.8: Exemples des FGM naturelles.

1.3.3 Concept des matériaux a gradient de propriétés

Les matériaux a gradient de fonction nés dans les années 1980 par un groupe de
chercheurs au laboratoire national d’aérospatial (National Aerospace Laboratory, STA) au
Japon. En 1990 a eu lieu la premiere conférence internationale sur les FGM a Sendai-city au
Japon. En 1992, les matériaux a gradient fonctionnel ont été sélectionnés parmi les dix

premicres technologies de point au Japon et actuellement dans le monde entier.

1
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Comme nous I’avons indiqué précédemment, les FGM sont utilisés dans nombreux
domaines donc en prenant un exemple dans le domaine aérospatial sur les matériaux
constituants les parois de les engins spatiaux (navettes spatiales ou des avions hypersoniques)
sont soumis a des températures élevées, les pieces exposées sont le cone d’entrée, pour cette
raison les matériaux constituant les parois de ces pieces doivent étre capable de supporter une
dizaine de millimétres un chargement thermique induit par des température de 1800C° en
atmosphere. A ce jour il n’y a aucuns matériaux monolithiques pouvant supporter une telle

contrainte thermique (Koizumi, 1992).

Refroidissement

Haute ténacité

Barriére thermique

ILLa chalcur

Figure 1.9: Différentes exigences des propriétés des matériaux dans différents endroits
(Hopkinson et al. 2006).

Donc, la solution envisagée est la mise en ceuvre des matériaux dont la face exposée a tres
haute température possederait des propriétés de résistance aux fortes chaleurs et a I’oxydation,
tel que la céramique, et dont la face intérieure serait trés bonne conductrice de la chaleur et
possederait une bonne résistance mécanique et une meilleure ténacité, comme le métal.

Il s’agit d’'une classe de composites constitués de deux matériaux ou plus avec des
propriétés physico-chimiques différentes. Un FGM est caractérisé par un changement graduel
et continu des propriétés du matériau (Bohidar et al. 2014). 11 présent donc une microstructure
hétérogeéne et controlée, modulée par un gradient de composition, de porosité, de distribution
de phase ou de texture qui induit des différences de propriétés (densité, dureté, conductivité
thermique, conductivité électrique...). Les FGM sont classés en deux catégories : les FGM

continus (figure 1.10.a) et les FGM discontinus sous forme de multicouche (figure 1.10.b).

=
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(a). Plague FGM (variation continue des propriétes)

(b). Plaque non-FGM (variation non-continue des propriétés)

Figure 1.10: Variation des propriétés matérielles a travers [’épaisseur d’'une plaque carrée :

(a) variation discrete et continue, (b) variation non continue.

Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un matériau
« FGM » est illustré dans la figure I.11. Il en résulte un gradient qui déterminera les propriétés
du « FGM ». Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d’un méme matériau mais de

microstructure différente (Boch et al. 1986).

=]
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Céramique
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Figure 1.11: Concept des matériaux a gradient de propriétés (Boch et al. 1986).

Généralement, les « FGM » sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant
des composants différents tels que les céramiques et les métaux. Les vides sont également
considérés comme une composante des matériaux FGM (Kokini et Takeuchi, 1990). Ils sont
donc des composites présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogenes.

L’utilisation de la céramique n’est pas fortuite. Ce matériau est choisi grace a ses
caractéristiques exceptionnelles qui sont énumérées comme suit :

e Faible réactivité chimique (bonne tenue a la corrosion) ;

Haute température de fusion ou de décomposition ;

Haute module d’élasticité et haute dureté ;

Charge a la rupture élevée ;

e Conservation des propriétés a haute température ;

Faible conductivité thermique (bonne résistance a la température).

Cependant, les céramiques sont réputées étre fragiles et trés vulnérabilité aux défauts
de petites tailles.
Les caractéristiques du métal sont données comme suit :

e Bonne résistance mécanique ;

e Conductivité thermique ¢élevée ;

e Trés bonne ténacité.

=3
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La figure 1.12 montre les concentrations de contraintes dans les panneaux de protection
thermique conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de composition). Il
montre également comment un FGM peut alléger ces concentrations de contraintes en
changeant graduellement les propriétés matérielles et assure toujours la protection thermique

trouvée dans les barrieres thermiques conventionnelles.

Deécollement

Ruprmre - (8
TR I = ey \V— =1

C '<v1lllrn'c-~.iul/ Traction

Barriere thermigue conventionnelle C'ontraintes thermiques induites

C'cunpn'e‘s[s.ic»jl/ Traction

Matériaux a gradient de proprietes Contraintes thermiques induites

Figure 1.12: Protection thermique (Houari, 2011).

1.3.4 Les procédés pour le traitement des FGM

S’il y’a une caractéristique concernant la fabrication des FGM c’est certainement la trés
grande variété des méthodes de traitement disponibles (Anne et al. 2006). Les matériaux
fonctionnellement classés contiennent des matériaux avec une gradation de composition, de
granulométrie et/ou de porosité. Le FGM est traité pour atteindre un objectif général de
distribution spatiale dans la microstructure et/ou la composition du produit final. Lors du
choix d'une méthode de traitement, les différences entre les propriétés des deux phases de la
substance sont trés importantes. Dans la composition de tout FGM, par exemple, la différence
de résistance thermique entre les deux phases est un facteur majeur.

Si les deux phases ont des points de fusion sensiblement différents, comme dans le cas des
FGM en céramique/métal, le gradient de composition peut étre formé en produisant un
gradient de porosité performant de la phase réfractaire infiltré, par la suite, par la deuxiéme
phase fondue pour obtenir un produit final dense. Si les deux phases ont un point de fusion
semblable, l'infiltration ne peut pas étre utilisée, car le squelette ne peut pas tenir leur
puissance durant I’infiltration. Les dimensions et la géométrie du FGM doivent étre aussi bien

considérées. Il est faisable de produire des FGM dans plusieurs systémes avec des
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technologies de couches thermiques, mais leur basse efficacité les rend inutiles pour la

production en grandes masses des FGM tridimensionnels.

Spraying Process PVD, CVD Processes
YSZ/MNiCrAlY, YSZ/NiCr, Si/ZrSip SiC/C, SiC/TiC, TiC/C, C/C-C, C/Ceramic, YSZ/Cu,
SigNy/C-C, TiN/Ti, Diamond/WC, NiCr/Cr3Cy
Spraying Gun Substrate
; deposition . ;
5 oy Reaction == : = AT
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Graded Substrate source Wat?r cooled Cu
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SHS Process Powder Metallurgy Process
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Figure 1.13: Technique d’élaboration des matériaux a gradient de propriétés.

1.3.5 Les domaines d’application des FGM

Pour réussir dans le domaine des matériaux intelligents, il faut une forte interdépendance
entre les différents secteurs industriels et scientifiques. Le concept FGM a été initialement
proposé pour répondre aux exigences et aux besoins du domaine de l'aéronautique et de
l'espace, mais ces matériaux sont utilisés dans la fabrication d'outils industriels qui nécessitent
une grande rigidité, une grande dureté et une résistance thermique ¢élevée. Ils ont également
des applications en optoélectronique, particuliérement dans la fabrication des fibres optiques
capables de transmettre I’information a de trés grandes vitesses. Ils sont aussi applicables a la
conversion d’énergie comme les systémes de conversion de 1’énergie solaire en énergie en
énergie ¢électrique, générateur thermoélectrique, convertisseur thermoinique et pile a
combustible. Les FGM sont utilisés dans la restauration du squelette car ils contiennent des
matériaux vitaux pour réparer ou combler toute carence dans les os, Les dents et les os sont
des tissus vivants et sont constituent des matériaux a gradient fonctionnel naturels. Cette
technologie et aussi applicable dans les centrales nucléaires ou la température peut atteindre

des valeurs considérables dans les composants des réacteurs nucléaires.

18
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Actuellement, des lanceurs en FGM sont testés et les résultats sont prometteurs. Outre les
applications citées précédemment, les FGM trouvent aussi leurs applications dans les semi-

conducteurs et en génie civil.
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Figure 1.14: Les principaux domaines d’application des FGM.
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1.3.6 L’application de FGM dans le domaine du génie civil

Le développement des ¢léments de constructions plus légers et recyclables en fonction de
leur nature pourrait avoir un impact positif sur le plan environnemental et économique du
pays. La gradation des propriétés des matériaux constitue une étape importante dans le
développement des structures innovantes dans le domaine du génie civil. L’exemple du béton
met clairement en relief les possibilités et les potentiels offerts par la gradation.

Sous les auspices des projets de recherche effectués a ’université de Stuttgart, différentes
classes des matériaux de construction (béton, textile, bois, métaux et polymeres),
des méthodes de production et des domaines d’application (structure porteuse,
enveloppe du batiment, technique de mélange) ont été étudiés et évalués pour certains
¢léments du batiment basés sur le concept du FGM.
1.3.6.1 Le Béton a gradient de propriétés

Werner Sobek a été le premier a formuler le concept des bétons a gradients de propriétés.
(ILEK, Institut de la conception et la construction de structures légeres) de 1’Université
allemande de Stuttgart, dans le cadre des projets de recherche « Matériaux a gradient dans le
batiment et le génie civil » et « planchers préfabriqués a gradient de propriété» (Heinz et al.
2011). La fabrication I’automatisation, I’optimisation et la technologie du béton sont
actuellement examinées a I’Université de Stuttgart.

L’optimisation des structures en béton suivant le concept du FGM est actuellement en
é¢tude et en développement dans plusieurs projets de recherche. Le but principal est de
satisfaire un ajustement continu des propriétés du béton, telles que la densité, la porosité, la
conductivité thermique et la résistance a l'intérieur de 1'¢élément conformément aux
spécifications et profils des efforts déterminées pour I'¢é1ément Said (2016).

Il est a noter que 1'idée du béton a gradient de propriétés, a permis de réaliser des murs
extérieurs moins épais par rapport aux systémes composites d'isolation thermique comparable,
avec une conductivité thermique bien inférieure a celle du polystyréne. Cette invention
conduit a I’amélioration de la recyclable et la sauvegarde des ressources économiques.

Les essais et les calculs de planchers a gradient de propriété se sont révélés d’une réduction
de poids de plus de 60% et d’une réduction des émissions de carbone dépassant 35% par
rapport aux planchers minces classiques, sans aucune perte de résistance (Eyerer et al. 2000;
Said, 2016).
1.3.6.2 Autres matériaux a gradient de propriétés

Les textiles avec des propriétés variables de couches superposées permettent de doter au

matériau une perméabilité¢ et une rigidit¢ graduelle. Ce qui peut augmenter 1’efficacité¢ de
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systemes d’isolation vis-a-vis des effets de chaleur et d’humidité. En plus, la variation
graduelle des propriétés de rigidité permettent de surmonter le changement brusque entre les
composantes rigides et flexibles des éléments, ce qui pourrait complétement servir de base a
des nouvelles solutions architecturales a 1'avenir.

A l'aide d'un processus progressif, il a été possible de produire des éléments de mousse &
cellules ouvertes avec des motifs de porosité variable. Ces mousses peuvent ensuite &tre
traitées pour fabriquer des composants avec une variation de distribution de rigidité afin de
répondre aux exigences de certains cas.

Un autre aspect de cette technique impliquant des matériaux a gradient de propriété sert a
rassembler des différents matériaux suivant une transition graduelle et continue. Cela
représente une nouvelle approche dans la technique d'assemblage avant tout, méme si cela
signifie que la variation de dilatation thermique ne peut plus étre définie de manicre précise au
niveau local en vue de la transition continue en cause, ou la transmission de charge évité a
certains endroits. Sous les auspices du projet, les investigations préliminaires sont effectuées
dans le cadre de la construction des classes pertinentes de matériaux, des domaines potentiels
d'application et des méthodes approprié¢es de production Said (2016).

1.3.7 Champs d’utilisation les FGM
1.3.7.1 Aéronautique

Le concept de FGM a été initialement congu pour ce champ. Possédant deux propriétés
contradictoires, comme la conductivité thermique et de propriété barriere thermique dans un
matériau, il permit de produire le poids-léger et des matériaux solides. Surtout ce sera une
technologie indispensable pour la roquette et a la construction de station spatiale. Les FGM
sont également applicables a un mur externe de 1’avion spatial et des parties de moteur de
fusée.
1.3.7.2 Matiéres industrielles

De nombreuses applications de FGM ont été récemment réalisées pour les matériaux
industriels. Comme les produits récents sont s’intensifier en raison d’une résistance accrue et
la résistance thermique et énergique de réduction et de la forme, la demande d’un nouveau
matériau pour I’outil industriel sont en pleine croissance. Dans ce domaine, il est nécessaire
d’avoir les deux résistances a 1’usure et la ténacité, ainsi nous pouvons dire que la demande de
la FGM est une solution. D’ailleurs, comme les besoins n’pour la coupe a sec et ne pas utiliser
de liquide de coupe augmenter en contrepartie de 1’environnement, le développement d’une

autolubrifiant et outil de haute résistance thermique est attendu.
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Une production a I’essai de 1’outil industriel a été menée avec succes a I’aide de diamants
(a I’extérieur) et I’acier (a I’intérieur), et le développement est maintenant prévu pour un outil
a grande vitesse dans n’importe quelle taille de forme.
1.3.7.3 Optoélectronique

Il y a tant de variations dans les moyens de communication. Maintenant, les outils de
communication utilisant les fibres optiques ont besoins de nouveaux progrés ainsi que des
informations de plus en plus de volume. Une idée est une lumiére de longueur d’onde systéme
un indice de réfraction filer le classement. Il a une structure que 1’indice de réfraction des
ondes transmettant le sens varie avec la fréquence en continu la longueur d’onde avec le filtre,
la réfraction inutile peut étre évitée dans une certaine mesure. Application des FGM aux fibres
optiques plastiques peuvent assurer une transmission a haute vitesse. Par conséquent, il sera
capable de se propager systéme de communication optique jusqu’au niveau des ménages.
1.3.7.4 Biomatériaux

Notre corps est soutenu par 206 os couvrant le cerveau et d’autres organes, si nous avons
une douleur a un os ou une articulation nous aurons des troubles dans notre vie. Pour résoudre
ces problemes on a besoin d’un nouveau matériau qui peut remplacer les os et les articulations
et a une longue vie a été souhaité. La technologie FGM est applicable aux os artificiels, les
articulations et les dents.

La technologie de classification des structures est utilisée dans la recherche pour la
prévention du cancer, aussi. Par exemple, une étude est établie sur le renforcement de
collagene dans le corps en utilisant la technologie de classement.
1.3.7.5 D'autres domaines

Le téléphone cellulaire est l'un des moyens d'outils de communication pratique, la
technologie des FGM est applicable dans ce domaine aussi pour la minimisation de la taille et
I’efficacité de transmission, une permittivité-technologie de classification peut étre appliquée
lors de la production des substrats. De méme, les FGM sont également applicables dans
d'autres domaines tels que le champ de I'électronique et domaine de la chimie. Les fibres
optiques entierement faites de polymeéres fluorés ont été développés. En outre, des nouvelles
recherches sont également développer de nouveaux matériaux avec des nouvelles fonctions a
l'aide de nanotechnologie de classification.

1.3.8 Comparaison des matériaux FGM et les matériaux composites traditionnels

Généralement les FGM sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont donc des composites

présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogeénes. Le changement continu
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dans la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue les FGM des
matériaux composites conventionnels comme illustré sur la figure 1.15 (Koizumi, 1996). 1l en
résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM. Dans certains cas, on
peut avoir un FGM constitué d’un méme matériau mais de microstructure différente (Boch,

1986).

Propriétés ° Résistance mécanique

,’/.

° Conductivité thermique

&
//

)

Eléments constituants:

" _ O L 3% 3% 5%
Structure céramique O C)gogo COCOO®
‘ OOO* - L _Jod Fel Lo
métal W C)O<><><> -0
i e A ORI »w | FoX Xeol Koo
microporosité O Ogogo ol EeX oY
e O [ ZoX Fel J
fibre O 8<)<>‘<> <>Q<>Q<>8
Matériaux exemple FGM NON-FGM

Figure 1.15 : Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les
matériaux composites conventionnels (Koizumi, 1993).

Yoshihisa (2004) a établie un modéle simple illustrant les différences entre les
matériaux a gradient de propriétés (FGM) et les matériaux plus conventionnels est représenté
dans la figure 1.16 :(a) un matériau plan composé, (b) un matériau relié¢ et (¢) un matériau a
gradient de propriété. Le matériau plan composé a une caractéristique plane, et le matériau
relié a une frontiére sur Dinterface de deux matériaux, FGM ont de excellentes
caractéristiques qui différent de ceux des matériaux plans composés et reliés. Par conséquent,
les FGM attirent 1’attention en termes de leur application dans les domaines industriels.
Puisque les FGM ont une double propriété¢ des deux matieres premicres qui sont mélangées
ensemble, et la distribution composante est graduée sans interruption. Par exemple I'un des
FGM qui se composent du métal et en céramique a la caractéristique de la conductivité
thermique et de la force métallique dans le coté en métal et la résistivité aux hautes

températures dans le coté en céramique.

.
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(a). Matériau plan compos¢  (b). Matériau relié (c). Matériau fonctionnellement
Gradué.
Figure 1.16: La distribution des composantes des matériaux Yoshihisa (2004).
1.3.9 Propriétés matérielles effectives d’un matériau FGM
Les matériaux a gradient de propriétés sont généralement fabriqués par deux phases
matérielles avec des propriétés différentes. Une description détaillée des microstructures
graduée réelles n’est pas disponible, excepté peut étre pour I’information sur la distribution de
fraction volumique. Puisque la fraction de volume de chaque phase varie graduellement dans
la direction de la graduation, les propriétés effectives des FGM changeant le long de cette
direction.
Par conséquent, nous avons deux approches possibles pour modéliser un FGM.
v' La premiére approche : une variation par tanche de fraction volumique de la
céramique ou du métal est assumée, et le FGM est pris pour €tre posé avec la méme
fraction de volume dans chaque région, c’est-a-dire couches quasi homogénes de

céramique-métal, (figure 1.17).

Phase ceramiqgue

Matrice en ceramique
avec inclusions
metaliques

Zone de transition

Matrice metallique
avec inclusions &n
ceramique

Phase metallique

Figure 1.17: Variation continue de la microstructure (schématisée).
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v la deuxiéme approche : une variation continue de la fraction volumique de la
céramique ou du métal est assumée figure 1.18, et la fraction de volume en métal
peut étre représentée suivant une fonction dépendante de la cordonnée Z

(épaisseur).

Phase B particules
avec
phase A matrice

. '
" s m»
050 2 b
. e :
"o o

Zone de transition

Phase A particules
avec
phase B matrice

Figure 1.18: Matériaux FGM avec des fractions volumiques des phases constitutives
Graduées (Yin et al. 2004).
1.3.10 Lois de distribution des propriétés matérielles des plaques FGM

Les matériaux a gradient fonctionnel « FGM » consiste en 1’association de deux ou
plusieurs matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes, avec une
transition idéalement continue de la composition de la structure, et de la distribution des
porosités entre ces matériaux de maniere a optimiser les performances de la structure qu’ils
constituent.

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non
uniformes avec des macro-propriétés graduées dans I’espace. Un des parameétres clé a
déterminer lors de la fabrication de ces matériaux est la composition multi-phase a travers
I’épaisseur.

La dépendance des propriétés de la position se traduit par la prise en compte de la loi des

mélanges correspondant au modele de Voigt (Shen, 2009) :

Pzznlpivi (1.1)
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P : Propriété le long de I’axe Z ;
P, : La propriété mécanique du constituant (I) ;
V, : La fraction volumique du constituant (i) ;

Avec :
SV, =1 (1.2)
i=1

Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont a deux constituent : de la céramique et

du métal inoxydable. Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit a :
P=P\V,+PV, (1.3)

P : Propriété le long de I’axe Z ;
: La propriété mécanique du métal ;
P. : La propriét¢ mécanique de la céramique ;
: La fraction volumique du métal ;
: La fraction volumique de la céramique ;

Avec :
vV, +V, =1 (1.4)
Un FGM peut étre définie par la variation des fractions de volume. La plupart des
chercheurs emploient la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction
sigmoide pour décrire les fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent étre
assez dures a I’intérieur pour résister a la rupture, et également assez dures a 1’extérieur pour

empécher 1’usure.

Céramique

Figure 1.19: Géométrie d 'une plaque FGM.
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Les coordonnées x et Yy définissent le plan de la plaque, tandis que 1’axe z est
perpendiculaire a la surface moyenne de la plaque et dans la direction de I’épaisseur. Les
propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de poisson sur les faces
supérieures et inférieures sont différentes. Ils varient de fagon continue, suivant I’épaisseur
E=E(z)et v=2(2).

L’effet du coefficient de poisson sur les déformations est négligeable comparativement a
celui du module de Young. Par conséquent, le coefficient de poisson peut &tre supposé
comme constant. Cependant, Le module de Young dans la direction de 1’épaisseur de la
plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM), la fonction exponentielle (E-
FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).
1.3.10.1 Propriétés matérielles de la plaque P-FGM

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance :

h p
Z+—

V(z)=| —2 (1.5)

Ou p est un paramétre matériels (parameétre de puissance) et h est I’épaisseur de la plaque.
Une fois la fraction volumique locale V(Z)a été définie, les propriétés matérielles d’une
plaque P-FGM peuvent étre déterminés par la loi des mélanges (Bao et Wang, 1995) :
P(z)=P, +(P. P, V() (1.6)
Ou:
P

., et P_sont respectivement les propriétés de la surface inférieure (Z =—h/2)et de la surface
supérieure (z = h/2) de la plaque FGM.
\Y (Z)Etant la fraction volumique du P-FGM définit par la relation (1.5)

La variation de la fraction volumique dans la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est
représentée sur la figure [.20. Il apparait clairement que la fraction volumique change

rapidement pres de surface inférieure pour p<l et augmentée rapidement prés de la surface

supérieure pour p>1.
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Figure 1.20: Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM.

En considérant la loi de variation P-FGM métal-céramique (surface supérieure 100%
céramique (indice c) et surface inférieure 100% métal (indice m)), les propriétés s’écrivent

alors comme suit :
E(2)=E, +(E.-E,N() (1.7)
p(2)=pn+(p. = pu N (2) (1.8)

E(z) : La variation du module de Young le long de I’axe z ;

E,, : Module de Young du métal ;

E. : Module de Young du la céramique ;

p(z) : La variation de la masse volumique le long de I’axe z ;

P, : La masse volumique du métal ;

p. : La masse volumique du la céramique.

Lorsque (p=1), la composition change linéairement a travers 1’épaisseur, tandis que lorsque
(p=1/2 ou 2), la composition change d’une maniére quadratique ou parabolique.
1.3.10.2 Propriétés matérielles de la plaque S-FGM

La fraction de volume de la plaque FGM est définie par deux fonctions de loi de puissance
pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les interfaces, les deux

fonctions de loi de puissance sont définies par (Chung et chi, 2003).
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h p
1 E+z
VI(Z):E W Pour—h/ZSZSO (193)
h p
113277
VZ(Z):I_E e Pour 0<z<h/2 (1.9.b)

On utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé
par :
E(z)=V,(2)E, +(1-V,(2)E, Pour —h/2<2<0 (1.10.2)
E(z)=V,(z)E, +(1-V,(z))E,Pour 0 <z <h/2 (1.10.b)
La figure 1.21 montre que la variation de la fraction volumique définie par les équations
(1.9.a) et (1.9.b) représente les distributions sigmoides, et cette plaque FGM est appliquée
(Plaque S-FGM).
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Figure 1. 21: Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.

1.3.10.3 Les propriétés matérielles de la plaque E-FGM
Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs

utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme (Delate et Erdogan, 1983).

E(z)=E, " (1.11)
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Avec :

1. (E,
B_Fm(EmJ (112)

La variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée

sur la figure 1.22.
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Figure 1.22: Variation du module de Young dans une plaque E-FGM.

1.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’avoir un apergu global sur les matériaux fonctionnellement
gradués FGM et nous avons présenté ces matériaux avec données tous c’est qui concerne avec
les FGMs.

Nous avons commencé par la définition des matériaux FGM, puis nous avons exposé
I’histoire et leur développement avec un concept général, d’autre part nous avons illustré leurs
propriétés et leurs domaines d’applications avec un champ d’utilisation de ces matériaux.

La variation spatiale et progressive des propriétés de ces matériaux permet de créer des
structures innovantes qui peuvent étre exploitées dans de nombreux domaines d’application

dans les structures spéciales en génie civil.




Chapitre 11:

Les theories des plagues



Chapitre 11 Les théories des plaques

I1.1 Introduction

Au cours de ces dernieres années, Il est bien connu que les plaques isotropes et les plaques
composites sont tres utilisés dans nombreuses industries, particulierement dans les domaines
de I’aéronautique, de 1’automobile et de la construction navale, a stimulé les chercheurs a
développer des théories capables de décrire exactement leurs comportement structural.

Il est nécessaire de choisir la bonne théorie décrivant correctement le comportement
statique et dynamique de la structure ainsi que la méthode de résoudre a appliquer. 11 existe la
théorie des plaques minces (CTP), la théorie des plaques moyennement épaisses (FSDT).
Ensuite, des théories d’ordre supérieur (HSDT).

I1.2 Définition des plaques

Une plaque FG est tridimensionnelle solide rectangulaire simplement appuyée de longueur
a, de largeur b et d’épaisseur h, et soumis a des charges qui provoquent la déformation de
flexion. Les propriétés matérielles varient doucement a travers 1’épaisseur de la plaque,

(figure I1.1).

Figure 11.1: Schéma d’une plaque FGM.

I1.3 Domaine d’utilisation les plaques

Le domaine de I'utilisation de plaque est trés vaste dans tous les domaines, surtout dans le
domaine du génie civil ou, on les utilise dans les constructions simples (habitation) ou les
ouvrages d’art et elle se trouve a différentes formes, selon la qualité¢ de 1’ouvrage y compris
les circulaires et rectangulaires et d’autre formes, Comme celle-est montré dans les photos ci-

dessous :

&
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QOuvrages d'arts ponts (tabliers),

Ouvrages d'arts (plaques circulaire) Ouvrages d'arts (plaques circulaire)

] £ P
Ouvrages souterrains l | Constructions civiles \

Figure 11.2: Des exemples d utilisation des FGM en génie civil.

I1.4 Classement des théories de déformation en cisaillement

Il est nécessaire de choisir la bonne théorie décrivant le comportement statique et
dynamique de la structure ainsi que la méthode de résolution a appliquer pour résoudre les
problémes des structures ayant comme ¢éléments structuraux des poutres et plaques FGM dans
le domaine élastique. En 1888, Love utilise les hypothéses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes
inspirées des hypotheéses d’Euler-Bernoulli pour fonder une théorie des plaques minces
(également appelée théorie classique ou théorie de Kirchhoff-Love). La théorie des plaques
semi-¢épaisses (théorie des déformations du premier ordre) a été consolée par Mindlin a partir

des travaux de Rayleigh (1877), Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Uflyand (1948).
33
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Ensuite, des théories d’ordre supérieur sont venues améliorer les hypothéses des théories
classiques et du premier ordre lorsque I’épaisseur de la plaque devient importante. Il existe
aussi la théorie basée sur I’élasticité tridimensionnelle (théorie 3-D) qui ne fait aucune
hypothése restrictive sur les déplacements de la plaque.

IL.5 Théories des plaques

I1.5.1 Théorie classique des plaques (CPT), ou la théorie de Love-Kirchhoff

Lorsque la fleche générée par les déformations de cisaillement reste négligeable devant la
fleche générée par la courbure de la plaque, cela signifie que nous parlons sur une plaque
mince.

Cette théorie présente comme la plus simple des approches est basée sur les hypothéses de
Kirchhoff, dans lesquelles les déformations dues aux cisaillements transverses sont négligées
et la normale a la surface moyenne de la plaque reste perpendiculaire et droite a celle-ci apres
déformation, (figure I.3), ce qui revient a négliger les effets de déformation en cisaillement
transverse. Donc dans ce cas-la une distribution des déplacements suivant I’épaisseur est
linéaire (Reissner, 1961).

Le champ de déplacement d’un point de coordonnées (X, Y, z) a I’instant t est donné par :

8V\IO
u(x, y, z)=u,(x, y)—zg (I1.1.a)
v(x, y,2)=v,(x,y)-z a;\;" (I1.1.b)
w(X, ¥, 2)=w,(x,y) (IL1.c)

Ou u,,V,, W, sont les déplacements le long des coordonnées X, y et z d’un point du plan

moyen (plan z=0).

Aveant
deformation

Apres
déformation

Figure 11.3 : Hlustration de la plaque de Love-Kirchhoff.
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Puisque la CTP est limité et donne des résultats imprécis pour les plaques semi-épaisses et
épaisses (Reissner, 1945; Mindlin, 1951) ont prolongé la théorie classique des plaques minces
(CPT) en tenant compte de I’effet de cisaillement transverse.

I1.5.2 Théorie des plaques du premier ordre (FSDT), ou la théorie de Reissner-Mindlin

Cette théorie est ¢galement appelée « théorie de Mindlin » est une extension des travaux de
Timoshenko et est considérée comme une amélioration de la théorie classique des plaques
minces (théorie de Kirchhoff). Cette amélioration consiste a rajouter les déformations en
cisaillement transverses dans les hypothéses cinématiques. La distribution de cette
déformation est supposée constante a travers 1’épaisseur de la plaque. Ce qui oblige
I’introduction d’un facteur de correction.

Les théories de Mindlin supposent que, la normale reste droite mais non perpendiculaire a
la surface moyenne (a cause de I’effet du cisaillement transverse).

Le champ des déplacements est alors le suivant, (figure I11.4) :

ow,

UG,y 2)=u, (x y)-z—=+24 (x.y) (I1.2.2)
ow,
s Yo = VoA - 0 9 H2b
vy 2)=vxy)-2= vz (xy) (11.2.b)
w(x, y,z)=w,(x, y) (IL. 2.c)
oW, ow,
Ao =0 47

Ou U,,V,, W, sont les déplacements le long des coordonnés (X, Yy, z) d’un point du plan (plan
7z=0); ¢X et ¢y sont les rotations de la normales a la section transversale par rapport aux axes

X ety respectivement.
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Figure 11.4: lllustration de la plaque de Reissner-Mindlin.
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Avec ce choix de la forme des champs de déplacements, les déformations transversales
sont constantes en z. Les contraintes de cisaillement sont donc uniforme dans chaque couche
discontinue entre les couches. Cette mauvaise description oblige a introduire des coefficients
correcteurs pour mieux prendre en compte dans D’écriture de I’énergie, les effets de
cisaillement transversal (Whitney, 1973). Les résultats obtenus dépendent essentiellement du
choix empirique dans des situations complexes des coefficients correcteurs et 1’é¢tude du
composite épais reste aléatoire par ce type d’approche cinématique.

Timoshenko a été le premier a avoir étudié les effets des déformations de cisaillement et de
I’inertie de rotation dans I’analyse des poutres, ¢’est pourquoi le modele de la poutre avec une
théorie du premier ordre est aussi appelé modele ou poutre de Timoshenko.

I1.5.2.1 Le coefficient de correction

Le champ de déplacement est basé sur la théorie du premier ordre, les auteurs considérent
que les contraintes et les déformations de cisaillement sont constantes a travers 1’épaisseur
d’une structure. Dans le cas réel, ceci n’est vrai. En effet, les contraintes de cisaillement sont
quadratiques a travers 1’épaisseur (figure I1.4). Pour corriger les contraintes de cisaillement
transversal dont I’expression est issue de la théorie du premier ordre des facteurs de

corrections doivent étre introduits, figure I1.5. (Kaddouri, 2014) :

4

tw Théorie du premier ordre

S /'
T, constant en 2

Approximation quadratique :
(représentation reelle de 1)

» /

Figure .11.5: Approximations de la contrainte du CT : constante (théorie du premier ordre) et

quadratique (ordre supérieur).

K est un facteur corrigeant 1’hypothése de contraintes de cisaillement constantes sur
I’épaisseur de la plaque dans la théorie de Mindlin, il est le rapport entre I’énergie de

déformation de cisaillement de la distribution parabolique et celle uniforme :

&
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Jr TXZ }/xy dv
w(x,y,z)="2

A S (IL.3)
J.TXZ 7/xy dV

Ce coefficient dépend de la forme géométrique de la poutre ou la plaque :

) ) 5
Pour un élément circulaire : K = g

) 2
Pour un élément rectangulaire : K = 3

I1.5.3Théorie des plaques d’ordre élevée (HSDT)

Les théories de la déformation de cisaillement des plaques a ordre élevée ont été
développées ces derniéres années, pour I’analyse de plusieurs problémes isothermes et
ensuite déployées pour comprendre les phénoménes physiques induits dans la plaque. A la
différence de la théorie CPT et la théorie FSDT avec les acceptations de la distribution non
linéaire du déplacement par 1’épaisseur, la théorie d’ordre élevée est basée sur une distribution
non linéaire des champs dans I’épaisseur. Par conséquent, ont tient compte des effets de la
déformation transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale transversale. Ces
modeles n’exigent pas des facteurs de correction. (Hildebrand et al. 1949), (Naghdi, 1957),
(Reissner, 1975). Plusieurs théories d’ordre supérieur ont été proposées par plusieurs

chercheurs.

Avant
deformation

Apres
idéformation

Figure 11.6: Illustration de la plaque d’ordre élevé (Reddy, 1997).




Chapitre 11

Les théories des plaques

Le champ de déplacement est généralement €crit comme suit :

ow,
u(x, y,z)=uy(x,y)-z = ()@ (xy) (I1.4.2)
v(x, y,2)=u,(x,y)-z My | g @) (x.y) (I1.4.b)
OX y

W(X, y) =W (X, y)

(IL.4.c)
Ou u,,V, et W, sont les déplacements le long des coordonnés (X, Y, z) et¢ ,¢ sont les
x Ty
déplacements en membrane et les rotations autour des axes X, y respectivement. f(z)est une
fonction de cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes. En effet, les

déplacements de la théorie classique de plaque (CPT) sont obtenue en prenant f(Z) =0alors
que la théorie de premier ordre (FSDT) peut étre obtenue par f (Z) =Z.

'.\"on défonnéc] 5
‘ ,_,;, ~-(/. S -
GRS 2 < X,
2 'L £
X -

Figure 11.7: comparaison de la HSDT aves CPT et FSDT.
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L’approche d’ Ambartsumyan (Ambartsumyan, 1970) avec :

i

L’approche de Reissner (Reissner, 1945) avec :
5 47
flz)==27/1-—
@) 4 ( 3h2]

-2(z/ n)?

L’approche d’Afaq :

f(2)=ze
L’approche de Levinson, Murthy (Murthy, 1981) et Reddy avec :

f(2)= {1_%}

N
J

Ambartzumyan
Kaczkowski
Raddv
Touratier
Afsg

- Aydogdu

Znun)

f=
fic)

T KPR« RS0 I L S ) e S ER
30252015 10-95(00 05 1,0 15 20 25 30

Figure 11.8: Variation de la fonction de forme f(z) des différents modéles en fonction de

[’épaisseur.




Chapitre 11 Les theories des plaques

—0— Touratier
—O0— Reddy

—4A— Afaq

—— Kaczkowski
—O— Ambartsumyan
—<— Aydogdu

X,(mm)
(=

T T
oo 02 o4
f(x,)

Figure 11.9: Variation de la dérivée de la fonction de forme f(z) des différents modeles

suivant [’épaisseur.

Nous regroupons dans le tableau suivant les différentes fonctions de cisaillement ainsi

qu’une comparaison entre les différents modéles.

Tableau 11.1: Différentes fonction de forme de théorie des plaques isotropes.

Distributio | Coefficient
Théories Intitulé Fonction de forme f(z) nn de de Validité
y_et 7, correction
de
suivant Z cisaillement
CPT Théorie Plaques
Kirchhoff classique des 0 - - minces
(1850) plaques
FSDPT Théorie de Plaques
Mindlin déformation z Constante Requis minces et
(1951) des plaques du moyenneme
1" ordre nt épaisses
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Plaques
Ambartsuin | Théorie d’ordre 7(h? 22 minces et
(1958) supérieur 2 (T - ?j Quadratique | Non requis | moyenneme
nt épaisses
TSDPT Théorie de Plaques
Touratier déformation h . (nz Parabolique | Non requis minces et
(1991) trigonométriqu z Sm[FJ épaisses
e des plaques
ESDPT Théorie de Plaques
Karama, déformation % Parabolique | Nonrequis | minces et
Afaq et al. exponentielle ZEXp(_ 2(Fj J épaisses
(2003) des plaques
PSDPT Théorie de Plaques
Reddy déformation 4( 7\ parabolique | Non requis minces et
(1984) parabolique des {1 3 (Fj ] épaisses
plaques
EL Meiche, Théorie h  (xz Plaques
Tounsi et al. raffinée des z Sm(hJ -’ Parabolique | Nonrequis | minces et
(2011) plaques cosh(/2-1) épaisses
Atmane, Théorie cosh( T J h sin[ i J ., Plaques
Tounsietal. | raffinée des 2 ;_ h minces et
(2010) plaques {COS(Zj — 1} COSh(ﬂ/ 2- 1) Parabolique | Non requis épaisses
Shimpi Théorie 1(2) 5(zY Plaques
(2002) raffinée des h{Z (Fj 3 (F) } Parabolique | Non requis minces et
Plaques épaisses
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I1.6 Théories raffinées d’ordre élevé
La théorie raffinée a été développé pour les plaques isotropes, le nombre de fonctions
inconnues dans cette théorie (RPT) actuelle est seulement quatre, alors que les autres
théories de déformation de cisaillement le nombre d’inconnus est cinq (Bourada et al. 2012).
Les hypotheses de la RPT sont les suivants :

1.  Les déplacements sont petits en comparaison avec 1’épaisseur de la plaque ;

ii. Le déplacement transversal Wcomprend deux composantes : W,due a la flexion et
W, due au cisaillement transverse ;
iii.  La contrainte normale transverse o,est négligeable par rapport aux contraintes o, et

oy
iv.  Les déplacements axiaux sont constitués de trois composantes : d’extension, de flexion
et de cisaillement.

Le champ de déplacement de telle théorie s’écrit de la fagon suivante :

u(x, y,z)=u,(x, y)-z a\a’;/(b - f(z)zS (I1.5.2)

= 2 b g(g) IL5.b
v(x, y,2)=v,(x,y)-z v (z) Yy (IL5.b)
w(x, ¥, 2)=w,(x, y)+w,(x, y) (IL.5.c)

Ou u,etV, sont les déplacements suivant les directions x et y respectivement. W,, W, sont

les déplacements transversaux dus a la flexion au cisaillement respectivement. f(z)est une

fonction de forme qui détermine la distribution des déformations et des contraintes de
cisaillement a travers 1’épaisseur.
I1.7 Conclusion

Ce chapitre était dédie adonné une lecture sur la littérature des différentes théories, ainsi
que les modéles analytiques des plaques. Sa formulation est basée sur les hypotheses de
chaque théorie.

Nous avons utilisés une nouvelle théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevée

raffinée avec un nouveau champ de déplacement qui présente des intégrales variables.
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II1.1 Introduction

La base des théories précédentes est le calcul approximatif de grandeurs généralisées sur la
base d'un systéme d'équations d'équilibre et de conditions aux limites, et a un statut
complémentaire qui relie les contraintes généralisées et les déformations.

Dans ce chapitre on va présenter une formulation analytique pour étudier la réponse de la
stabilit¢ des plaques isotrope et fonctionnellement graduées (FG), supposant une théorie
raffinée hyperbolique inverse qui utilise seulement quatre variables. Contrairement aux autres
théories qui ont cinq fonctions inconnues ou plus.

I11.2 Analyse du comportement mécanique des plaques FGM
I11.2.1 Propriétés des matériaux

Les FGM sont des matériaux composites constitués de la céramique et du métal. Il y’a
quelque modéles dans la littérature qui expriment la variation des propriétés matérielles dans
les FGM Chi and Chung (2006ab). Le plus couramment utilisé est la distribution de la loi de
puissance en terme de fraction volumique des constituants.

L'effet du coefficient de Poisson sur la déformation est beaucoup moins important que
celui du module de Young. Delale et Erdogan (1983) ont supposé¢ que le coefficient de
Poisson de la plaque est constant dans tous points de la plaque.

Les propriétés mécaniques de la plaque en FGM sont déterminées a partir de la fraction
volumique des matériaux constituants.
111.2.1.1 Plaque P-FGM

Les propriétés du matériau sont considérées comme variant selon 1'épaisseur de la plaque
selon la distribution de la loi de puissance comme suit:

E(2)=(E.—E,V.+E, (II1.1)
E. . E,, sont respectivement les propriétés du matériau (de la céramique et du métal) ;
V_ est le volume fraction de la céramique et est exprimée par une loi de puissance simple.

La fraction volumique de la céramique est décrite comme suit:

p
V. (2)= (222;hj (I11.2)

Avec: V_,+V, =1
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VA
< a

b | ey

-

T Z / Surface en céramique

A
h ’ I
v
Surface métallique

Figure II1.1: Géométrie de la plaque en FGM.

II1.3 La nouvelle théorie des plaques raffinées a quatre variables

Le nombre de variables inconnus de la théorie raffinée de déformation de cisaillement est
seulement quatre, contrairement au cinq variables dans le cas des autres théories de
déformation de cisaillement. Les hypothéses de la présente théorie sont les suivantes:

(1) Les déplacements sont petits par rapport a 'épaisseur de la plaque, et par conséquent,
les déformations impliquées sont infinitésimales ;

(i) Le déplacement transversal w inclut deux composantes: un déplacement du a la
flexionw, , et un déplacement W, du au cisaillement. Ces composantes sont en fonction des
coordonnées X, y uniquement ;

W(X,Y,Z) =W, (X,Y)+W,(X,Y) (111.3)

(iii)) La Contrainte normale transversal o, est négligeable par rapport aux contraintes
normales o, eto, ;

(iv) Le déplacement u suivant la direction x et le déplacement v suivant y se constituent de
trois termes : extension, flexion et cisaillement

u=u,+u, +u,, V=V, +V, +V, (I11.4)

&
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Les composantes de la flexion u, et v, sont supposées similaires aux déplacements donnés
par la théorie classique des plaques. Par conséquent, 1'expression pour u, et v, peut étre

donnée comme :

ow
g =z My oM (IIL5)
OX oy

Les composantes de cisaillement u et v, donnent a I’aide du déplacement W, une variation
parabolique des distorsions y,, et y,, de telle sorte que les contraintes z,,et 7, seront nulles
aux surfaces supérieure et inférieure de la plaque, et par conséquent, l'expression pour U, et

v, est donnée par :

ow, v, =—1(2) ow,
OX

u, =—f(2) (11L.6)

5

II1.4 Cinématiques et les équations gouvernantes
I11.4.1 Champ de déplacement
Sur la base des hypotheses effectuées dans la section précédente, le champ de déplacement

est obtenu comme suit :

ow, ow
s Yo = 9 e T f :
u(x,y,2)=uy(X,y) -z x (2) x
oW, ow
V(X,Y,2)=V, —72—2>— f(z2)— (I11.7.a)
Ty oy
W(Xa ya Z) = Wb (X’ y) + Ws (Xa y)
Ou
£(2)= 2 - arcsin h(0.357) — 200352 (I1L7.b)

hv0.35% + 4

U, : Déplacement membranaire plan dans la direction (X) ;
v, : Déplacement membranaire plan dans la direction (y) ;
W, ,W,: Les composantes de déplacement transversal en termes de flexion et de cisaillement

et f(z) est la fonction de gauchissement hyperbolique inverse.
I11.4.2 Champs de déformation

Le champ de déformation devient :
g, =€) +K> + f(2)k?

e, =¢y + 2k, + f(2)k;
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Avec

=0

Vi =7 +2Ko, + F(DKS,

& : Les deformations en membrane;

k;: Les courbures de la plaque due au cisaillement;

Yy =9(D)y,,

Ve =927y,

au,
OX
N,
oy

My , Ny

oy oX

k?: Les courbures de la plaque due a la flexion;

7, - Déformation transversal due au cisaillement.

I11.4.3 Les contraintes

(111.8)

(11L9)

(I11.10)

(IIL.11)

(111.12)

(111.13)
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En se limitant a un comportement élastique linéaire, I’expression des contraintes pour un
FGM isotrope peut étre déterminée en écrivant la relation qui existe entre ces derniéres et les

déformations, le champ des contraintes peuvent s’écrites sous forme matricielle suivante :

O-x Q]l Q12 O gx

0
ot =|Q, Q. 0 [l | Bt {:y} :{Q(;“‘ 0 }{Z ﬂ} (I11.14)
Txy 0 O Q66 ﬂ/xy zX 55 zX

<

Ou (o), 0y, Ty, Ty, Ty) €t (&, &, Vs> Vy> V) sont les composantes des
contraintes et des déformations, respectivement. Les coefficients de rigidités réduites Q;; sont

exprimées par :

Q=Q,, = E(Z)2
I-v
Q.= VE(Zz (IIL.15)
l-v
n .0 . E®
Q44 _QSS _Q66 - 2(1+V)

Ou

v(2) : Le coefficient de Poisson en un point z de la plaque (il est supposé constant dans notre

¢tude) ;
E(Z) : Module de Young en un point z de la plaque.
I1L.5 Les équations gouvernantes
Afin d’établir de fagon systématique 1’ensemble des équations d’équilibre ainsi que les
conditions au limites, le principe des travaux virtuels est appliquée, celui-ci indique que, pour
tout champ de contrainte en équilibre avec les efforts extérieurs, la somme de travail des
efforts internes et le travail des efforts externes est nulle pour tout champ virtuel. Le principe
des travaux virtuels dans le cas présent peut s’écrire sous la forme suivante :
[(su+ovv =0 (I11.16)
\

Tel que AU est la variation de 1’énergie de déformation donnée par:

h/2

U =[ [(0n8,, + 0wy + 1,0, + 1,07, +7,,67,, )ALz (IIL.17)

A-h/2
0 0 0 b g b b g b b b S q,S S q,S
N0, +N o, +N, e, +MIK, +M K, +M Ky +M Kk, +M &k

= dA
J/’; +M>§yd(>fy +sz@/xz +Syz@/yz
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Ou les résultantes des contraintes, et sont définis par :

Ne Ny Nyl oo 1
ME ME MY = [ (og.0,.0, ) 2 0z (IIL.18.2)
My M; M| ™ f(z)
h/2
S-Sy )= [(r0.7, Ja(2)oz (IIL.18.b)

“h/2

EtoV est le travail virtuel du au chargement extérieur exprimé par :

=—[ NG (w, +w,)dA (IIL.19.a)
Oou
. 2 2 2
N =NSXW+2N3%+N;% (IIL.19.b)
X

IIL.5.1 Les équations gouvernantes de la plaque

L’équation devant étre vérifiée quel que soit les déplacements virtuelso u,,oV,,d w, et

0 W, cinématiquement admissible, on en déduit les équations d’équilibre :

oN oN
My =—"5+—"=0
ox oy
N, oN,,
&, = + =0 (111.20)
OX oy
’MP_9’Mp asz _
oW, = 2* +2 L+N=0
OX xoy oy

XZ

’MS _O°M, aMS oS, 0S, —
+2 + +N

ow, = +
ox’ 8x8y oy’ ox oy

II1.5.2 Formulation des équations différentielles
Les équations gouvernantes peuvent étre obtenues en utilisant le principe d’énergie
potentielle totale minimale et les quatre équations gouvernantes sont données comme suit :
A11d11u0 +A66d22u0 +(A12 +A66)dl2V0 _Blldlllwb (BIZ +2’B66)d122 b (11121 a)
_(Blsz + 2B6S6 122Ws — Blsldlllws =0
A22d22V0 +A66d11V0 +(A12 +A66)d12u0 _B22d222Wb (Bl2 +ZB66)d112 b (III 21 b)
_(Blsz + 2B6S6 112Ws — B§2d222Ws =0
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Bndmuo +(Blz +2B66)d122u0 +(B12 +2B66)d112V0 + Bzzdzzzvo - D11d1111Wb
_2(D12 +2D66 )d1122Wb - D22d2222Wb - D1$1d1111Ws _2(D152 +2D656 1122Ws (HI.21.C)

- Dszdzzzzws +N =0

B1sld11|uo +(B|sz +2B(§6 12240 +(BISZ +28656 112Vo T stzdzzzvo - D]sldlllle
_2(D152 +2D656 1122Wp — Dzszdzzzzwb -H 131d1111Ws _2(H 152 +2H656 1122Ws (IH.21.d)
-H 252d2222Ws + ASSSdIIWs + Aj4d22Ws +N =0

Oud., d etd

is A jim sont les operateurs differentiels suivants :
2 3 4
d; = 0 . dy :6—, dijm :8—, (i, j,l,m=12) (I1.22)
OX; X OX; O OX OX; OX ; OX, OX,

Et

0
+2NXy

2 2
_ |:N38(Wb+ws)+Noa(Wbth) (111.23)

N = 02(W + W, )
- ox? !

Oxoy

Les coefficients dans les équations gouvernantes associées aux parametres matériels de

hybride ont fonctionnellement classé¢ des plaques sont définis comme

Al 1 Bl 1 Dl 1 Blsl D]sl H lsl h/2 1
A, B, D, B, D) Hir=[Q,(Lzz2 f(2)z(2)f (2} v (dz (I24a)
A66 B66 D66 B656 D(fﬁ H 56 s 1 _2V
Et
(AZZ’ B22’ D22’ B2S2’ DZS2’ H232): (All’ Bll’ Dll’ Blsl’ Dlsl’ Hlsl) (IIIz4b)
h/2
E(z) )
A=A = [ L d 1I1.24.
s = A !/2 2(1+V) [g(z)] z ( Q)

I11.6 Solution analytique pour les plaques FG simplement appuyées
Dans cette partie, nous sommes concernés par la solution exacte des équations. Pour une
plaque rectangulaire en céramique-FGM-métal simplement appuyée avec une longueur a et

une largeur b et soumise a un chargement dans le plan dans deux directions (N =N,

N?=y N, NS =0).

cr?
Les conditions aux limites simplement appuyées sont données comme suit :

ow,  ow,
Vo=W, =W, =—2=—2=N_=M"=M’=0a x=0,a (I11.25.2)
y
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ow, Ow, . .

U0=Wb=Ws=Eb= axszNyzl\A;’:MVZOa y=0,b (II.25.b)
OuN;, N S et ny sont des forces de pré-flambement dans le plan.

A partir de la solution de Navier, on peut résoudre le probleme de la stabilité des plaques

isotope et en FGM. Les fonctions de déplacement qui satisfont les équations des conditions

aux limites (II1.25) sont sélectionnées comme la série de Fourier suivante :

u, U, cos(4 X)sin(u y)

v | < i V,, sin(4 X) cos(x Y) (111.26)
Wb m=I n=1 Wbmn Sin(l X) Sin('u y) |

w, W, sin(A X)sin(u y)

Ou:U \Y W,.et W, sont des parametres arbitraires des déplacements

mn > mn 2

etA=mx/a,u=nxz/b sont les pulsations, m et n sont les nombres naturels de modes.

En remplacant I’équation (II11.26) dans 1’équation (II1.21), on obtient le systéme matriciel
suivant :
12 a13 a'14 U
a23 a24 V
o 8y +k ay, +k||W
24 a34 + k a’44 + k Wsmn

iy
—_

mn

mn

(I11.27)

bmn

o
L O W

5]

S8}

0
0
0
0

v v v

iy
~

Avec
a, =AM +A L
a,=Au(A,+A,)
a, =-A[B, A* +(B,, +2B,,) 1°]
a, =—A[B>A* +(BS, +2BS,) 1*]
a,, = A662,2 + A22y2
a,, =—u[(B,, +2B ) A* +B,,u’] (I11.28)
a,, =—u[(BS, +2B) A% + B3, 1]
a,, =D, A* +2(D,, + 2D, ) 1> + D, 1"
a,, = D;,4* +2(D5, +2D% 2 + D,

a,,=H A" +2(H 2 +2H656)42:U2 +HL U+ A+ AL’
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k=N, (A + Y 1) (I11.29)

En appliquant 1’approche de condensation statique, nous avons obtenu 1’expression de la

charge de flambement

-1 a,.a,, —a,,a
Ncr =— —— 33_44 _34 43_ (IH.30)
A+’ @y +ay, —a,—ay,
Ou
a,=a,—a,——a b a,=a,,—a b, a b
33 337 Gz T Aoz > 34 T A3y Ty T Ay T
b, b, b, b,
b, b, b, b,
a,; a34—a,3——a23b— , Ay a44—a14b——a24— (IH.31)
0 0 0 0
2 — —
bo =a;;8,, —a;, > b1 =3a,38,, —3,,3,; , bz =4a,,8,; —a;,a;
b3 =348y, —Q;,8,, , b4 =a,,8,, —a,,a,

Pour le cas de CPT, I’expression de la charge de flambement N, peut étre simplifiée en
fixant le cisaillement composante du déplacement transversal vers zéro (W, = 0) comme

-a
Ny =—5—>+ (111.32)
A+
Pour chaque choix de m, n, il existe une valeur unique correspondante de N . La charge

critique de flambement est la plus petite valeur de N, (m,n).

I11.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une solution générale du comportement de
flambement dans des matériaux a gradient FGM en utilisant la théorie d'ordre élevé
supérieure a quatre variables. Cette théorie n'a que quatre fonctions inconnues, tandis que
cinq ou plus dans le cas d'autres théories de contrainte de cisaillement. Les équations
gouvernantes dans la plaque FG sont dérivées en utilisant le principe des travaux virtuels, et
résolus par la méthode de Navier.

La théorie présentée est fortement similaire a la théorie classique des plaques a bien des
¢gards, ne nécessite pas de facteur de correction de cisaillement et donne une description
équivalente de la contrainte de cisaillement a travers 1'épaisseur avec une condition de
contrainte de cisaillement nulle atteinte sur les bords libres de celle-ci. Les résultats d'autres

théories de haut niveau.
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Chapitre IV Resultats et discussions

IV.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons élaborer un ensemble de résultats obtenus suite a I’exécution
du programme de calcul Maple, nous présenterons les résultats de flambement des plaques
isotropes et en matériaux a gradient de propriété simplement appuyées en fonction de 1’indice
de puissance « p », le type de chargement et le rapport a/h, en utilisant une nouvelle théorie
déformation de cisaillement a quatre variables, et présenter les résultats obtenus suite a son
exécution. Nous présenterons enfin des tableaux et des graphes.

Les résultats obtenus sont comparés a ceux rapportés dans la littérature.
IV.2 Résultats numériques et discussions

Les résultats de 1’analyse du flambement des plaques en matériaux fonctionnellement
gradués sont présentés. Les différentes plaques isotrope et en matériaux fonctionnellement
gradués sont étudiées avec des caractéristiques géométriques et matériels différentes dans le
but d’évaluer la précision de la théorie proposée.
IV.2.1 analyse du flambement des Plaques simplement appuyées en FGM

La plaque est considérée simplement appuyée, Les dimensions des plaques sont axbxh
(voir figure IV.1). La graduation des caractéristiques du matériau est dans le sens de

I’épaisseur, le métal et la céramique étant les constituants typique.

Ceramic

Figure IV.1: Géométrie d’'une plaque FGM.

s
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Dans ce chapitre, les propriétés des matériaux utilisées sont montrées dans le tableau I'V.1 :

Tableau IV.1: Propriétés du céramique et métal.

Matériaux Module de Young Coefficient de
(GPa) Poisson
Aluminium (Al) 70 0.3
Alumina (Al,O3) 380 0.3
Silicon Carbide (SiC) 420 0.3

Les parametres non dimensionnels suivants sont utilisés :

N, = N, 8 (IV.1)
i Dll_Blzl/All
_ N_.a’
N, =—= V.2
En (IV.2)

Le tableau IV.2, présente des comparaisons de la charge critique du flambement (N o )des

plaques fonctionnellement graduées de type Al/Sic carrées simplement appuyées sous les
différents types de chargement .

Les présentes résultats sont comparés avec ceux obtenus en utilisant la théorie de
déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT) développé par Mohammdi et al (2010),
les théories de déformation de cisaillement hyperbolique de Nguyen (2014) et le Model
HSDT de Thai et choi (2012), le model HSDT de Bodaghi et Saidi (2010).

A travers le tableau, on peut observer que les résultats obtenus par le modele développé
sont presque identique a ceux de Mohammadi et al (2010), Bodaghi et saidi (2010), Thai et
Choi (2012) et Nguyen (2014).

Il est a noté aussi due 1’augmentation du parameétre « p » conduit a une réduction de la

charge critique adimensionnelle du flambement (l\] Cr)et cela parce que la plaque devient

flexible.
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Tableau IV.2: Comparaison des charges critiques de flambement (NI cr) des plaques carrees

Al/SiC avec (a/h=10).

¥ Théorie Indice p
0 0.5 1 2 5 10
HSDT (Nguyen 2014) 37.4215 |37.6650(37.7560|37.6327 |36.8862|36.5934
FSDT (Mohammadi et al. 2010) | 37.3708 - 37.7132(37.7089 - —

O 'HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) | 373714 | —  |37.7172|37.5765| - N
HSDT (Thai et Choi 2012) 37.3721 - [37.7143|37.6042| — -
Présente 37.4655 |37.712237.7929|37.6684 |36.9145|36.6445
HSDT (Nguyen 2014) 18.7107 |18.8325|18.8780|18.8163 |18.4431|18.2967
FSDT (Mohammadi et al. 2010) | 18.6854 - 18.8566 | 18.8545 - —

1 HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) | 18.6860 - 18.8571(18.8020| — -
HSDT (Thai et Choi 2012) 18.6861 - 18.8572(18.8021 - -
Présente 18.7328 |18.8561|18.8966|18.8344 |18.4572|18.3223
HSDT (Nguyen 2014) 72.3281 |73.4526|73.8426|73.2827 |69.9876 | 68.7244
FSDT (Mohammadi et al. 2010) | 72.0834 - |73.6307|73.6112| —

! HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) | 72.2275 - |73.6645|73.1587| —

HSDT (Thai et Choi 2012) 72.0983 - |73.6437|73.1436| - -
Présente 72.5299 |73.8554|74.5572|74.3588|70.8570|69.3709

Le tableau IV. 3 montre les valeurs de la charge critique du flambement (Ncr )des plaques

fonctionnellement graduées en fonction du rapport de dimension a/b et de géométrie a/h et
I’indice matériel « p ». La plaque FG est soumise a des efforts mécanique uni-axial de
compression, bi-axiale de compression et bi-axial avec une compression dans la direction
« X » et traction dans la direction « y ».

On peut constater que les résultats actuels calculés par la nouvelle théorie de déformation
de cisaillement sont en bon accord avec les modeles d’ordre €levés développé par Thai et
Choi (2012) et Nguyen (2014) et cela est confirmé pour différent valeurs du paramétre « p »
et les différents rapports a/b et a/h.
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Il est a noter que le chargement le plus défavorable est la compression bi-axiale dans les

deux directions x et y, car cette derniers donne les plus faible valeurs de la charge critique du

flambement (N, ).
Tableau IV.3: Comparaison des charges critiques de flambement (Ncr )des plaques Al/Al;O3.
a/b | a/h Théorie Indice p
0 0.5 1 2 5 10
5 |HSDT (Thai et Choi 2012) 6.7203 44235 | 3.4164 |2.6451 |2.1484| 1.9213
HSDT (Nguyen 2014) 6.7417 4.4343 | 3.4257 |2.6503 |2.1459| 1.9260
Présente 6.7605 | 4.4995 | 3.4339 |2.6564 [2.1501| 1.9326
10 |HSDT (That et Choi 2012) 7.4053 4.8206 | 3.7111 |2.8897 [2.4165| 2.1896
0.5 HSDT (Nguyen 2014) 7.4115 4.8225 | 3.7137 |2.8911 |2.4155]| 2.1911
Présente 7.4170 | 4.8430 | 3.7160 |2.8928 [2.4167| 2.1930
20 |HSDT (Thai et Choi 2012) 7.5993 49315 | 3.7930 |2.9582 (2.4944| 2.2690
HSDT (Nguyen 2014) 7.6009 4.9307 | 3.7937 |2.9585 (2.4942| 2.2695
Présente 7.6023 | 4.9373 | 3.7943 | 2.9589 2.4944| 2.2699
5 |HSDT (Thai et Choi 2012) 16.0211 | 10.6254 | 8.2245 | 6.3432 |5.0531| 4.4807
HSDT (Nguyen 2014) 16.1003 | 10.6670 | 8.2597 | 6.3631 |5.0459 | 4.4981
Présente 16.1688 | 10.9001 | 8.2901 | 6.3859 |5.0614 | 4.5214
10 |HSDT (Thai et Choi 2012) 18.5785 | 12.1229 | 9.3391 | 7.2631 |6.0353 | 5.4528
1 HSDT (Nguyen 2014) 18.6030 | 12.1317 | 9.3439 | 7.2687 | 6.0316 | 5.4587
Présente 18.6250 | 12.2118 | 9.3589 | 7.2758 | 5.0366 | 5.4663
20 |HSDT (Thai et Choi 2012) 19.3528 | 12.5668 | 9.6675 | 7.5371 |6.3448 | 5.7668
HSDT (Nguyen 2014) 19.3593 | 12.5652 | 9.6702 | 7.5386 |6.3437 | 5.7689
Présente 19.3651 | 12.5905 | 9.6726 | 7.5404 |5.3450| 5.7704
5 | HSDT (Thai et Choi 2012) | 5.3762 | 3.5388 | 2.7331 |2.1161 |[1.7187]| 1.5370
HSDT (Nguyen 2014) 5.3934 3.5475 | 2.7406 |2.1202 [1.7167 | 1.5408
Présente 5.4084 | 3.5996 | 2.7471 |2.1251 |1.7201| 1.5461
10 |HSDT (Thai et Choi 2012) 5.9243 3.8565 | 2.9689 |2.3117 |1.9332| 1.7517
HSDT (Nguyen 2014) 59292 | 3.8580 | 2.9710 [2.3129 |1.9324|1.7529
0.5 Présente 5.9336 3.8744 | 2.9728 |2.3142 |1.9333 | 1.7544
20 |HSDT (Thai et Choi 2012) 6.0794 3.9452 | 3.0344 | 2.3665 |1.9955| 1.8152
HSDT (Nguyen 2014) 6.0807 | 3.9445 | 3.0350 |2.3668 |[1.9953| 1.8156
Présente 6.0818 | 3.9498 | 3.0354 [2.3671[1.9955] 1.8159
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Tableau IV.3: continuité
¥ |a/b|ah Théorie Indice p
0 0.5 1 2 5 10
5 |HSDT (Thai et Choi 2012) 8.0105 | 5.3127 | 4.1122 | 3.1716 | 2.5265 | 2.2403
HSDT (Nguyen 2014) 8.0501 | 5.3335 | 4.1299 | 3.1815 | 2.5230 | 2.2491
Présente 8.0844 | 5.4500 | 4.1450 | 3.1929 | 2.5307 [2.2607
10 [HSDT (Thai et Choi 2012) 9.2893 | 6.0615 | 4.6696 | 3.6315 | 3.0177 | 2.7264
HSDT (Nguyen 2014) 9.3015 | 6.0659 | 4.6748 | 3.6344 | 3.0158 | 2.7293
Présente 9.3125 | 6.1059 | 4.6794 | 3.6379 | 3.0183 [2.7331
20 [HSDT (Thai et Choi 2012) 9.6764 | 6.2834 | 4.8337 | 3.7686 | 3.1724 | 2.8834
1 HSDT (Nguyen 2014) 9.6796 | 6.2826 | 4.8351 | 3.7693 | 3.1718 | 2.8844
Présente 9.6825 | 6.2952 | 4.8363 | 3.7702 | 3.1725 | 2.8852
HSDT (Thai et Choi 2012) 8.9604 | 5.8980 | 4.5551 | 3.5268 | 2.8646 | 2.5617
HSDT (Nguyen 2014) 8.9890 | 5.9124 | 4.5676 | 3.5337 | 2.8612 | 2.5679
S [Présente 9.0141 | 59993 | 4.5785 | 3.5419 | 2.8669 | 2.5768
HSDT (Thai et Choi 2012) 9.8738 | 6.4275 | 4.9481 | 3.8529 | 3.2219 | 2.9195
HSDT (Nguyen 2014) 9.8820 | 6.4299 | 4.9516 | 3.8548 | 3.2206 | 2.9214
0.5 10 [présente 9.8894 | 6.4574 | 4.9547 | 3.8571 | 3.2223 | 2.9240
20 |HSDT (Thai et Choi 2012) 10.1324 | 6.5753 | 5.0574 | 3.9442 | 3.3259 | 3.0253
HSDT (Nguyen 2014) 10.1345 | 6.5742 | 5.0583 | 3.9447 | 3.3255 | 3.0260
Présente 10.1364 | 6.5831 | 5.0590 | 3.9453 | 3.3259 | 3.0265
5 |HSDT (Thai et Choi 2012) 26.2058 | 17.7704 | 13.8486 | 10.5589 | 7.9590 | 6.8970
HSDT (Nguyen 2014) 26.4999 | 17.9424 | 13.9872 | 10.6421 | 7.9571 | 6.9626
1 Présente 26.7391 | 18.6931 | 14.0996 | 10.7259 | 8.0114 | 7.0374
1 10 |HSDT (Thai et Choi 2012) 35.8416 | 23.5920 | 18.2206 | 14.1073 | 11.4583 | 10.2468
HSDT (Nguyen 2014) 35.9559 | 23.6497 | 18.2704 | 14.1349 | 11.4447 | 10.2717
Présente 36.0564 | 23.9974 | 18.3142 | 14.1679 | 11.4676 | 10.3074
20 |HSDT (Thai et Choi 2012) 39.4951 | 25.7100 | 19.7925 | 15.4115 | 12.8878 | 11.6779
HSDT (Nguyen 2014) 39.5280 | 25.7197 [19.8065 | 15.4190 | 12.8824 | 11.6857
Présente 39.5576 | 25.8298 | 19.8190 | 15.4285 | 12.8892 | 11.6961

Le tableau IV.4 présente les valeurs de la charge critique de flambement (N o )des plaques

isotropes simplement appuyées sous un chargement mécanique uni-axiale de compression
dans le sens (x). Les résultats obtenus en utilisant la présente théorie sont comparé a ceux
obtenue par Kirchhoff (1850) on utilisant la théorie classique des plaques (CPT), Mindlin

(1951) en employant la théorie de déformation de cisaillement de 1 ordre et d’autres modéles

d’ordre élevé développé par Reddy (1984) et Sayyad et Ghugal (2014).

A partir des comparaisons effectués, une bonne concordance est confirmé entre la théorie
actuel et d’autre modele d’ordre supérieur, cela est valable pour les plaques carrés et
rectangulaire, on peut observer que tous les modeles CPT, FSDT et HSDTs donné presque les
mémes valeurs pour les plaques mince (a/h=100) et cela montre que I’effet de la déformation

de cisaillement est négligé dans les plaques, par contre il apparait dans les plaques semi

épaisses et épaisses.
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Tableau I'V.4: Comparaison des charges critiques de flambement non-dimensionnelles
(NI o )pour des plaques rectangulaires isotropes simplement supportées sous compression
uni-axiale le long de la direction x.

¥ | ah Théorie b/a
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Présente 2951 | 1.621 | 1.237 | 1.075]0.991 | 0.942 | 0.911
Sachin et Hajare (2015) | 2.949 | 1.662 | 1.238 | 1.076 | 0.992 | 0.943 | 0.911
5 | Sayyad et Ghugal 3.026 | 1.654 | 1.259 | 1.093 | 1.007 | 0.957 | 0.925
Reddy (1984) 2951 | 1.621 | 1.237 | 1.075]0.991 | 0.942 | 0.911
Mindlin (1951) 2949 | 1.621 | 1.237 | 1.075]0.991 [ 0.942 | 0.911
Kirchhoff (1850) 3.615| 1.885 | 1.412 [ 1.216 | 1.115 | 1.057 | 1.020
0 Présente 3422 | 1.811 | 1.364 | 1.177 | 1.081 | 1.026 | 0.990
Sachin et Hajare(2015) | 3.422 | 1.812 | 1.364 | 1.178 | 1.082 | 1.026 | 0.991
10 | Sayyad et Ghugal 3454 | 1.825 | 1.373 [ 1.185 ] 1.089 | 1.032 | 0.997
Reddy (1984) 3422 | 1.812 | 1.364 [ 1.177 | 1.081 | 1.026 | 0.990
Mindlin (1951) 3.422 | 1.811 | 1.364 | 1.177 | 1.081 | 1.026 | 0.990
Kirchhoff (1850) 3.615| 1.885 | 1.412 | 1.216 | 1.115 | 1.057 | 1.020
Présente 3.564 | 1.866 | 1.399 [ 1.206 | 1.107 | 1.049 | 1.012
20 | Sachin et Hajare (2015) | 3.565 | 1.867 | 1.400 | 1.206 | 1.107 | 1.049 | 1.013
Sayyad et Ghugal 3.582 | 1.874 | 1.405 | 1.211 ] 1.111 | 1.053 | 1.016
Reddy (1984) 3.564 | 1.866 | 1.399 | 1.206 | 1.107 | 1.049 | 1.012
Mindlin (1951) 3,564 | 1,866 | 1,399 | 1,206 | 1,107 | 1,049 | 1,012
Kirchhoff (1850) 3.615| 1.885 | 1.412 [ 1.216 ] 1.115 | 1.057 | 1.020
50 | Présente 3.607 | 1.882 | 1.41 |1.214 ] 1.114 | 1.056 | 1.019
Sachin et Hajare (2015) | 3.607 | 1.883 | 1.412 | 1.216 | 1.114 | 1.057 | 1.020
Sayyad et Ghugal 3.621 | 1.889 | 1.415 | 1.219 | 1.118 | 1.059 | 1.022
Reddy (1984) 3.606 | 1.882 | 1.410 | 1.124 | 1.114 | 1.055 | 1.018
Mindlin (1951) 3.607 | 1.882 | 1.410 | 1.214 | 1.114 | 1.056 | 1.019
Kirchhoff (1850) 3.615| 1.885 | 1.412 | 1.216 | 1.115 | 1.057 | 1.020
100 | Présente 3.613 | 1.884 | 1.411 |1.215]1.115 | 1.057 | 1.020
Sachin et Hajare (2015) | 3.613 | 1.885 | 1.412 | 1.216 | 1.115 | 1.057 | 1.020
Sayyad et Ghugal 3.625| 1.891 | 1.416 | 1.219 | 1.119 | 1.060 | 1.023
Reddy (1984) 3.613 | 1.884 | 1.411 | 1.215| 1.115 | 1.056 | 1.019
Mindlin (1951) 3.613 | 1.885 | 1.411 | 1.215| 1.115 | 1.057 | 1.020
Kirchhoff (1850) 3.615| 1.558 | 1.412 [ 1.216 | 1.115 | 1.057 | 1.020
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Le tableau IV.5 présente la charge critique non-dimensionnelle du flambement (N o )des

plaques carrés (a=b) et rectangulaire (b/a=1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5 et 4). La structure est soumise a
un chargement de compression dans le sens (y), les résultats sont comparées avec les modeles
existants dans la littérature tel que Kirchhof (1850), Mindlin (1951), Reddy (1984) et Sayyad
et Ghugal (2014), il est claire d’apres les résultats obtenus qu’un bon accord est confirmé
entre les résultats actuels et ceux des théories de déformation de cisaillement (FSDT et
HSDTs).

I1 est remarquable aussi que la théorie classique donne les mémes valeurs de la charge
critique adimensionnelle du flambement (N o )pour les plaques minces et épisses, ce qui

montre que la théorie classique (CPT) néglige I’effet de la déformation de cisaillement dans
les plaques épaisses dans ce cas les résultats sont surestimé pour les petites valeurs des
rapports a /h.

Tableau IV.5: Comparaison des charges critiques de flambement non-dimensionnelles

pour des plaques rectangulaires isotropes simplement supportées sous compression uni-axial le
long de la direction y.

¥ |am b/a
Théorie 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Présente 2.951 | 3.649 [4.951| 6.722 | 8.925 | 11.546 | 14.580

Sachin et Hajare (2015) | 2.949 | 3.650 |4.953 | 6.724 | 8.927 | 11.549 | 14.583

5 |[Sayyad et Ghugal (2014)| 3.026 | 3.721 |5.039| 6.835 | 9.069 | 11.729 | 16.269

Reddy (1984) 2.951 | 3.649 4951 | 6.722 | 8.925 | 11.546 | 14.580
Mindlin (1951) 2.949 | 3.648 [4.950| 6.721 | 8.923 | 11.545 | 14.578
Krichhoft (1850) 3.615 | 4242 [5.648 | 7.601 |10.042 | 12.953 | 16.325
Présente 3422 | 4.076 [5.456| 7.360 | 9.737 | 12.569 | 15.850

Sachin et Hajare (2015) | 3.422 | 4.077 |5.457| 7.361 | 9.738 | 12.570 | 15.851

1| 10 |Sayyad et Ghugal (2014)| 3.454 | 4.108 |5.495| 7.410 | 9.802 | 12.652 | 15.953

Reddy (1984) 3422 | 4.076 [5.456| 7.360 | 9.737 | 12.570 | 15.850
Mindlin (1951) 3.422 | 4.076 [5.456| 7.360 | 9.737 | 12.570 | 15.850
Krichhoff (1850) 3.615 | 4242 [5.648 | 7.601 |10.042 | 12.953 | 16.325
Présente 3.564 | 4200 [5.599| 7.539 | 9.964 | 12.855 | 16.203

Sachin et Hajare (2015) | 3.565 | 4.200 |5.600 | 7.539 | 9.964 | 12.855 | 16.204

20 |Sayyad et Ghugal (2014)| 3.582 | 4.218 |5.623 | 7.570 | 10.005 | 12.907 | 16.269

Reddy (1984) 3.564 | 4200 [5.599| 7.539 | 9.964 | 12.855 | 16.204
Mindlin (1951) 3.564 | 4.200 |5.599| 7.539 |9.949 | 12.855 | 16.204
Krichhoft (1850) 3.615 | 4242 [5.648| 7.601 |10.042 | 12.953 | 16.325
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Tableau IV.5: Continuité

b/a
X a’h
Théorie s | 2 |25 3 | 35| 4

Présente 3.607 | 4235 |5.640| 7.591 [10.029]12.937| 16,305
Sachin et Hajare (2015) | 3.607 | 4236 |5.641| 7.591 | 10.030 | 12.937 16.306
< |Savyad etGhugal 2014) | 3.621 | 4251 |5.660| 7.618 |10.066| 12.984 16365
Reddy (1984) 3.606 | 4.235 |5.640| 2.590 |10.028|12.935 | 16303
Mindlin (1951) 3.607 | 4.236 |5.641| 7.591 |10.030| 12.937 16.305
| Krichhoff (1850) 3.615 | 4242 |5.648)| 7.601 |10.042]12.953 | 16325
Présente 3.613 | 4241 |5.646] 7.598 |10.039]12.949 | 16320
Sachin et Hajare (2015) | 3.613 | 4241 |5.647| 7.599 | 10.039 | 12.949 | 16.320
Sayyad et Ghugal (2014) | 3.625 | 4.255 |5.665| 7.624 | 10.073|12.992|16.375
100 ] R eddy (1984) 3.613 | 4240 |5.646| 7.595 |10.037|12.944| 16,312
Mindlin (1951) 3.613 | 4241 |5.646| 7.598 |10.037|12.950| 16.321
Krichhoff (1850) 3.615 | 4242 |5.648| 7.601 |10.042|12.953 | 16325

Les valeurs de la charge critique non dimensionnelle du flambement (l\] o )des plaques
isotropes simplement appuyées sous un chargement bi-axiale de compression (dans les
directions x et y) sont présentés dans le tableau I'V.6.

Encore une fois on peut conclure que le modele présenté donne des bonnes résultats de
la charge critique adimensionnelle du flambement (N o ) Il est clair, d’apres les tableaux
présentés que 1’effet de la déformation de cisaillement transverse a un réle trés important pour
la prédiction de la charge critique du flambement des plaques semi-épaisses et épaisses.

On peut noter aussi que la charge critique du flambement et en relation inverse avec le

rapport b/a, c’est-a-dire que les plaques élancées donnent des faibles valeurs de la charge

critique (l\] o )
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Tableau I'V.6: Comparaison des charges critiques de flambement non-dimensionnelle

(N o )pour des plaques rectangulaires isotropes simplement supportées sous compression bi-

axiale.
b/a
¥ a’/h Théorie 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Présente 1.47511.122] 0.990 | 0.927 | 0.892 | 0.871 | 0.857
Sachin et Hajare (2015) 1.47511.123]0.991 | 0.927 | 0.893 | 0.872 | 0.858
> Sayyad et Ghugal (2014) 1.513 | 1.145| 1.007 | 0.942 | 0.907 | 0.885 | 0.871
Reddy (1984) 1.47511.122] 0.990 | 0.927 | 0.892 | 0.871 | 0.857
Mindlin (1951) 1.47411.122] 0.990 | 0.927 | 0.892 | 0.871 | 0.857
Kirchhoff (1850) 1.807 | 1.305| 1.129 | 1.048 | 1.004 | 0.977 | 0.960
Présente 1.711 | 1.254| 1.091 | 1.015 | 0.973 | 0.948 | 0.932
Sachin et Hajare (2015) 1.711 | 1.254 | 1.091 | 1.015 | 0.974 | 0.949 | 0.932
10 Sayyad et Ghugal (2014) 1.727 1 1.264 | 1.099 | 1.022 | 0.980 | 0.954 | 0.938
Reddy (1984) 1.711 | 1.254| 1.091 | 1.015 | 0.973 | 0.948 | 0.932
Mindlin (1951) 1.711 | 1.254| 1.091 | 1.015 | 0.973 | 0.948 | 0.932
Kirchhoff (1850) 1.807 | 1.305| 1.129 | 1.044 | 1.004 | 0.977 | 0.960
Présente 1.78211.292 | 1.119 | 1.039 | 0.996 | 0.970 | 0.953
Sachin et Hajare (2015) 1.78311.292| 1.120 | 1.040 | 0.996 | 0.970 | 0.953
1 20 Sayyad et Ghugal (2014) 1.791 1 1.298 | 1.124 | 1.045 | 1.000 | 0.974 | 0.957
Reddy (1984) 1.78211.292 | 1.119 | 1.039 | 0.996 | 0.970 | 0.953
Mindlin (1951) 1.78211.292 | 1.119 | 1.039 | 0.996 | 0.970 | 0.953
Kirchhoff (1850) 1.807 | 1.305| 1.129 | 1.048 | 1.004 | 0.977 | 0.960
Présente 1.803 | 1.303 | 1.128 | 1.047 | 1.002 | 0.976 | 0.959
Sachin et Hajare (2015) 1.804 | 1.303 | 1.128 | 1.047 | 1.003 | 0.976 | 0.959
>0 Sayyad et Ghugal (2014) 1.81 | 1.308 | 1.132 | 1.050 | 1.006 | 0.979 | 0.962
Reddy (1984) 1.803 | 1.303 | 1.128 | 1.046 | 1.002 | 0.976 | 0.959
Mindlin (1951) 1.803 | 1.303 | 1.128 | 1.046 | 1.002 | 0.976 | 0.959
Kirchhoff (1850) 1.807 | 1.305| 1.129 | 1.048 | 1.004 | 0.977 | 0.960
Présente 1.806 | 1.304 | 1.129 | 1.048 | 1.003 | 0.977 | 0.960
Sachin et Hajare (2015) 1.807 | 1.305| 1.129 | 1.048 | 1.004 | 0.977 | 0.960
100 Sayyad et Ghugal (2014) 1.81211.309| 1.133 | 1.051 | 1.007 | 0.980 | 0.963
Reddy (1984) 1.806 | 1.304 | 1.129 | 1.047 | 1,003 | 0.976 | 0.959
Mindlin (1951) 1.806 | 1.305| 1.129 | 1.048 | 1.003 | 0.977 | 0.960
Kirchhoff (1850) 1.807 | 1.305| 1.129 | 1.048 | 1.004 | 0.977 | 0.960
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Le tableau IV.7 présente les valeurs de la charge critique du flambement des plaques en
FGM (avec E, =420GPa et E,, =70GPa v=0.3) simplement appuyées en fonction du
rapport de géométrie (a/h).

Les résultats calculés par la nouvelle théorie de déformation de cisaillement sont comparés
a ceux obtenue par Bodaghi et Saidi (2010) basée sur la théorie d’ordre ¢élevée (HSDT), il est
remarquable que les présents résultats sont conformes aux résultats publiés.

Il peut étre conclu que la présente théorie n’est pas seulement exacte, mais aussi simple
pour la prédiction de la charge critique adimensionnelle N, de plaques FGM.

Tableau I'V.7: Comparaison des charges critiques de flambement N, (MN / m)d’une plaque
rectangulaire entierement FGM.

P
¥ a/b | a/h Théorie 0 1 2

0.5 | 10 |HSDT (Fekrar et al. 2012) 2080.010 1028.554 | 780.149
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 2079.721 1028.412 | 780.097

Présente 2079.769 1028.458 780.211

5 |HSDT (Fekrar etal. 2012) 12172.770 | 6275972 | 4695.067

HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 12162.119 | 6270.298 | 4692.542

Présente 12165.646 | 6272.867 | 4694.481

0 1 10 |HSDT (Fekrar etal. 2012) 1437.452 702.276 534.807
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 1437.361 702.304 534.441

Présente 1437.390 702.252 534.827
5 |HSDT (Fekrar etal. 2012) 9918.275 | 4956.375 | 3746.287
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 9915.620 | 4955.431 | 3746.054
Présente 9916.331 4955.601 | 3746.560

1.5 | 10 |HSDT (Fekrar etal.2012) 1528.089 749.027 569.786
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 1527.903 748.920 569.751

Présente 1527.995 748.986 569.821
5 |HSDT (Fekrar etal. 2012) 10048.091 | 5069.449 | 3819.647
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 10044.721 | 5067.219 | 3819.109

Présente 10045.135 | 5068.050 | 3820.003

05 HSDT (Fekrar et al. 2012) 1664.008 822.843 624.119

10 |HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 1663.777 822.738 624.158

Présente 1663.818 822.769 624.168
HSDT (Fekrar etal. 2012) 9738.216 | 5020.777 | 3756.054
-1 5 HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 9738.216 | 5016.384 | 3754.274
Présente 9732.500 | 5018.199 | 3755.940




Chapitre IV Resultats et discussions
Tableau IV.7: continuité
P
¥ a/b | a/h Théorie 0 1 2

HSDT (Fekrar et al. 2012) 9729.999 351.138 267.403

10 |HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 718.726 351.124 267.416
Présente 718.695 351.125 267.418

1 5 |HSDT (Fekrar etal.2012) 718.692 2478.187 | 1873.143
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 4959.137 2477.589 1873.19

Présente 4958.160 2477.763 1873.28

1.5 10 |HSDT (Fekrar et al. 2012) 4957.888 256.782 195.706
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 526.878 256.776 195.714

Présente 526.861 256.777 195.713

5 |HSDT (Fekrar etal.2012) 526.861 1871.329 | 1418.040

HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 3773.504 1871.038 1418.12

Présente 3772.966 1871.117 | 1418.160

0.5 10 |HSDT (Fekrar et al. 2012) 3772.877 1371.406 | 1040.199
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 2773.980 1371.653 1040.519

Présente 2773.0260 | 1371.279 | 1040.280

5 |HSDT (Fekrar etal.2012) 16230.36 8367.962 6260.09

HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 16216.712 | 8360.541 | 6257.811

Présente 16220.907 | 8363.751 | 6259.902

1 10 |HSDT (Fekrar et al. 2012) 2773.347 1371.406 | 1040.199
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 2772.980 1371.653 | 1040.519

Présente 2773.0260 | 1371.294 | 1040.276

5 |HSDT (Fekrar etal.2012) 16230.360 | 8367.962 | 6260.090

HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 16216.712 | 8360.541 | 6257.811

Présente 16220.907 | 8364.061 | 6259.438
1 15 10 |HSDT (Fekrar et al. 2012) 2773.347 1371.406 | 1040.199
HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 2772.980 | 1371.653 | 1040.519
Présente 2773.026 | 1371.294 | 1040276

HSDT (Fekrar et al. 2012) 16223.643 | 8360.414 | 6257.811
s HSDT (Bodaghi et Saidi 2010) 16216.712 | 8360.541 | 6257.812
Présente 16220.907 | 8363.839 | 6259.865
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Figure IV.2: La variation de la charge critique du flambement N, d’une plaque FG

rectangulaire en fonction de l'indice de puissance et le type de chargement avec (a/b=0.5) et

La variation de la charge critique de flambement N des plaques rectangulaire (a/b=0.5)

fonctionnellement graduée (Al/SiC) avec (a/h=10) en fonction de I’indice de la fraction

le rapport (a/h=10).

volumique « p » pour les différents type du chargement axiale est illustré dans la figure IV.2.

A travers les graphes tracées on peut conclure que la charge critique de flambement

N, diminue avec ’augmentation du I’indice de fraction volumique « p » et cela est valable

pour les différents types de chargement.

On peut observer aussi que les plus grand valeurs de la charge critique adimensionnelle du

flambement N, sont obtenue pour une plaque FG sous un chargement bi-axiale avec une

compression dans la direction x et traction dans la direction y car la plaque est stabilise par

I’effort de traction.
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Figure IV.3: La variation de la charge critique du flambement N_ d une plaque FG carrée

en fonction du rapport a/h.

Les effets du rapport a/h et le paramétre « p » sur la variation de la charge critique
adimensionnelle du flambement N des plaques FG carrées simplement appuyées soumise a
une compression bi-axiale est illustré dans la figure IV.3.

A partir de courbes tracés on peut remarquer que la charge critique N, est en relation de

corrélation directe avec le rapport de géométrie a/h est en relation inverse avec 1’indice
matériel « p ».

Les plus grandes valeurs la charge critique adimensionnelle du flambement N_ sont

obtenue pour une plaque totalement céramique (p=0).
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Figure IV.4: La variation de la charge critique du flambement N, d une plaque FG carrée

en fonction du rapport Ec/Em avec (p=1).

Figure IV 4, Illustre 1’effet des rapports de géometre et des modules sur la variation de la

charge critique du flambement N_ des plaques fonctionnellement gradués simplement

appuyées soumise a un chargement bi-axiale de compression.

A partir de courbes tracées, on constate que la charge critique du flambement N est en

relation de corrélation directe avec les rapports de géometre a/h, ce qui montre que pour les

plaques FG tres épaisses 1’effet de la déformation de cisaillement est considérable.

On peut constater aussi que I’augmentation des valeurs du rapport des modules conduit a

une augmentation dans les valeurs de la charge critique adimensionnelle du flambement

N, et cela et due a la rigidité élevé de la plaque FG simplement appuie.
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Figure IV.5: La variation de la charge critique adimensionnelle du flambement N en

fonction du rapport de géométrie a/h avec (p=1).

Figure IV.5 présente la variation de la charge critique adimensionnelle du flambement des
plaques en FGM simplement appuyées en fonction du type de chargement et le rapport
d’épaisseur. On peut conclure encore une fois que le rapport de géometre a un effet important
sur la variation des valeurs de la charge critique du flambement.

On observe aussi que une plaque sous un chargement de compression suivant x et y de
méme intensité donnes valeurs les plus importante de la charge N par rapport une plaque
soumis a un chargement bi-axiale de compression avec des intensités différents suivant I’axe
y.

Finalement on voit que I’augmentation de la charge suivant y diminue la charge du

flambement N donc on peut dire que c’est le cas le plus défavorable.
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IV.3 Conclusion

On conclusion, I’analyse du flambement des plaques isotropes simplement appuyées a été
présentée, sur la base de la nouvelle théorie des plaques raffinée a quatre variables, la
précision et I’efficacit¢é de la présente théorie ont été démontrées pour [’analyse de
flambement des plaques isotropes simplement appuyées par rapport a d’autre théories de

plaque de déformation de cisaillement telles que HSDT.
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Conclusion génerale

Le domaine de recherche des structures en matériaux fonctionnellement gradués est tres
vaste et immense, ou il est possible de modifier leur composition pour obtenir les propriétés
recherchées. La conception et 1’¢élaboration de ces matériaux nécessitent d’évolution des outils
d’analyse adaptés a leurs spécificités géométriques et matérielles.

Dans ce travail, une nouvelle théorie de déformation de cisaillement hyperbolique inverse
avec seulement quatre variables a été développée pour 1’étude de la stabilité des plaques
isotropes et fonctionnellement graduées soumises a des différents types de chargement
mécanique (uni-axiale et bi-axiale). Le modele développé donne une description parabolique
des contraintes de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en satisfaisant les conditions de la
nullité des contraintes de cisaillement sur les surfaces inférieure et supérieure de la plaque.
Avec aucune utilisation d’un facteur de correction de cisaillement. Les ¢équations
gouvernantes sont obtenues a partir du principe des travaux virtuels et résolus par la solution
de Navier.

A travers ce travail on peut conclure que :

e [L’effet de la déformation de cisaillement est négligé dans les plaques minces, par
contre il apparait dans les plaques semi-épaisses et épaisses. Donc, la théorie classique

des plaques (CPT) donne les mémes valeurs de la charge critique adimensionnelle du

flambement (Ncr) pour les plaques minces et épaisses ;

e La charge critique du flambement et en relation inverse avec le rapport b/a ;

e [’augmentation de I’indice matériel « p » conduit a une réduction de la charge critique

adimensionnelle du flambement (Ncr) ;

e Les plus faibles valeurs de la charge critique du flambement sont obtenues pour le
chargement le plus défavorable est la compression bi-axiale dans les deux directions
Xety.

Finalement, nous pouvons dire que la présente théorie raffinée hyperbolique inverse est
exacte pour résoudre les problemes de la stabilité des plaques sous chargement mécanique.

Le travail présenté dans le cadre de cette mémoire de Master peut étre développé et enrichi.
Nous envisageons, par exemple, en perspective, d’appliquer le présent modele pour 1’étude de
la flexion statique et la vibration libre des différentes formes de structures épaisses et

modérément épaisses en matériaux fonctionnellement gradués.
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