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Réesumé



Résumeé

Dans ce travail, la réponse dynamique des plagues fonctionnellement graduées est
étudiée en utilisant une nouvelle théorie de déformation de cisaillement hyperbolique inverse
quasi-3D. Le model développé est obtenue en devisant le déplacement transversal en parties
de flexion, cisaillement et 1’étirement de 1’épaisseur. Le nombre des variables inconnues est
réduit a cinq contre six ou plus dans le cas d’autres théories de déformation normale et de
cisaillement. Les propriétés matérielles effectives comme le module de Young et la densité
sont déterminé en utilisant une simple fonction de loi de puissance. Les équations de
mouvement sont dérivées par le principe d’Hamilton et résolue par 1’application des solutions
analytiques de Navier. Les résultats obtenus sont comparée avec ceux existants dans la
littérature pour confirmer I’exactitude de la formulation actuelle. Une panoplie des études
paramétriques est présentée et discuté pour montrer les différents paramétres influencant la
fréquence naturelle des plaques fonctionnellement graduée simplement appuyées.

Mots clés : réponse dynamique, théorie hyperbolique inverse, effet d’étirement, fonction de

loi de puissance, principe d’Hamilton, solution de Navier.



Abstract



Abstract

In this work, dynamic response of the simply supported functionally graded (FG) plate
is investigated using a novel quasi-three-dimensional (3D) inverse hyperbolic shear
deformation theory. The developed model is obtained by dividing the transverse displacement
into bending, shear, and thickness stretching parts. The number of unknown variables is
reduced to fives versus six or more in the case of other shear and normal deformation theories.
The effective’s material properties as Young modulus and density are determined using a
simple power law function. The equations of motion are derived via Hamilton’s principle and
resolved by applying the analytical solutions of Navier. The obtained results are compared
with those existing in the literature to confirm the accuracy of the current formulation.
Panoply of the parametric studies are presented and discussed to show the various parameters
influencing the natural frequency of the simply supported functionally graded (FG) plates.

Keywords: Dynamic response, inverse hyperbolic theory, stretching effect, power-law

function, Hamilton’s principle, Navier solution.
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Introduction générale

L'esprit humain distingue I'nomme des autres créatures et fait de la nature pour lui un
refuge et un lieu d'habitation, car en imitant la nature dans laquelle il s'est trouvé, I'homme
invente des choses qu'il ne connaissait pas avant , et cherche des solutions durables aux défis
humains ,a partir de la fin justifie les moyens, le développement de lI'imagination humain dans
le domaine de la recherche scientifique et technique dans diverses industries modernes,
notamment dans le domaine du génie civil, du génie mécanique, du génie médical, du génie
aérien et maritime, a conduit les chercheurs a course pour inventer des matériaux composites
aux propriétés mecaniques, physiques et chimiques différentes qui agissent sous la forme d'un
seul corps réunissant ses propriétés constitutives.

Ces matériaux composites se caractérisent par une résistance élevée aux influences
mécaniques, physiques et chimiques, ainsi qu'une longue durée de vie, un poids léger et une
rapidité d'entretien et de réparation.

En 1984, les théoréemes des matériaux composites FGM ont été pratiqués et testées sur
le corps humain dans la région de Sendai au Japon (Koizumi, 1997).

Les propriétés matérielles a travers l'interface subissent un changement inopiné, qui
produisent des forces de contrainte maximales pouvant causer le décollement ou la rupture de
l'interface, une solution envisageable pour ce probleme est [’utilisation de matériaux a
gradient fonctionnel FGM pour lesquels des propriétés matérielles, tel que module de Young,
masse volumique et coefficient de poisson varient continuellement, conférant un avantage
considérable par rapport aux matériaux homogénes dans le maintien de l'intégrité de la
structure.

Les FGMs sont des matériaux possedants des couches stratifiées qui présentent une
variation continue des propriétés des matériaux d'une surface a l'autre et éliminent ainsi la
concentration de contraintes trouvée entre ces couches empilées.

Dans les derniéres années, de nombreux chercheurs se sont intéressés a I'étude des
caractéristiques statiques et dynamiques des FGMSs en raison de leur importance nécessaire
dans divers domaines industriels. (Saidi et al., 2013 ; Tounsi et al., 2013 ; Bachir Bouidjra et
al., 2013 ; Ait Amar Meziane et al., 2014 ; Fekrar et al., 2014 ; Belabed et al., 2014 ;
Swaminathan et Naveenkumar, 2014 ; Chakraverty et Pradhan, 2014 ; Bousahla et al., 2014 ;
Zidi et al., 2014 ; Hamidi et al., 2015 ; Ait Yahia et al., 2015 ; Mahi et al., 2015 ; Attia et al.,
2015) .



En régle générale, 1’analyse des plaques FG est effectué¢e a 1’aide de la théorie de
déformation de cisaillement du premier ordre (Cheng et Batra, 2000 ; Batra et Jin ,2005;
Ferreira et al., 2006), ou des théories de déformation de cisaillement d'ordre élevé (Cheng et
Batra, 2000 ; Reddy, 2000 ; Ferreira et al., 2006 ; Qian et al., 2004; Mechab et al., 2010).

Dans FSDT (théorie de déformation de cisaillement de premier ordre), la distribution
de la contrainte de cisaillement transversale par rapport aux cordonnées d’épaisseur est
supposée constante, ce qui est difficile a trouver un facteur de correction de cisaillement, car
cela dépend aux plusieurs paramétres (Mena et al., 2012), il est nécessaire pour compenser
I'erreur a cause de cette hypothése dans la FSDT.

Pour éviter l'utilisation de facteurs de correction de cisaillement, plusieurs théories
HSDT ont été proposées, comme celle de Nelson et Lorch (1974) avec neuf inconnues, Lo et
al. (1977 ) avec 11 inconnues , Bhimaraddi et Stevens ( 1984 ) avec cing inconnues , Reddy
(1984) avec cing inconnues, Kant et Pandya (1988) avec sept inconnues, et Talha et Singh
(2010) avec 11 inconnues.

Parmi les théories susmentionnées HSDTs (théorie de déformation de cisaillement
d’ordre élevé), la théorie de Reddy est la théorie la plus utilisée en raison de sa haute
efficacité et simplicité (Reddy ,2000 ; Cheng et Batra , 2000 ; Ferreira et al., 2005).

Le plan de la théorie de Reddy présente des déplacements en fonction cubique de
coordonnées de I'épaisseur, les équations d'équilibre sont plus compliquées que celles de
FSDT. Cependant, dans ces quatre théories de plaques variables et la plupart des autres
théories de déformation par cisaillement, les plagues FG ont généralement été analysées en
négligeant I'étirement d'épaisseur (&), L'effet de I'étirement d'épaisseur dans les plaques FG a
été récemment étudié par Carrera et al. (2011), en utilisant des approximations par éléments
finis.

le flux de notre travail de recherche vise a étudier 1’effet d’étirement de 1’épaisseur sur
la réponse dynamique d’une plaque non homogene, cette plague est composée par deux
matériaux : métal et céramique, en utilisant la théorie de déformation du cisaillement
hyperbolique inverse avec cing variables de déplacement inconnues contre six ou plus dans
les autres modeles existants dans la littérature ainsi que les effets attribuables au cisaillement
transversal et aux déformations normales des matéeriaux sont inclus &, ..

La caractéristique la plus intéressante de la présente théorie est qu'elle représente une
variation parabolique de déformations de cisaillement transverse a travers I'épaisseur et
satisfait parfaitement les conditions aux limites de la contrainte de cisaillement nulle sur les

surfaces libres (supérieure et inférieure) de la plague sans utiliser les facteurs de correction de
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cisaillement. Des solutions analytiques sont obtenues et leurs précisions sont veérifiées en

comparant les résultats obtenus avec ceux rapportés dans la littérature.

Notre travail, se pilonne autour de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on a présenté des Généralité sur les matériaux
fonctionnellement gradues FGM tels que leur definition, principaux classification, les
différents domaines d’applications, et une comparaison entre les matériaux FGM et les
matériaux composites traditionnels.

-Le deuxiéme chapitre donne une rétrospective sur les différentes théories des plaques
existantes, que soit la théorie classique des plaques minces de love-kirchhoff (CPT), la théorie
de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT), la théorie de déformation de
cisaillement d’ordre ¢élevé (HSDT), la théorie raffinée des plaques, et enfin la théorie quasi-
3D de déformation des plaques.

Une formulation d’une nouvelle théorie est présentée dans Le troisiéme chapitre ou
nous détaillons le passage de la théorie d’ordre supérieur a quatre variables des plaques en
FGM épaisses vers un modele quasi-tridimensionnel a cinqg variables en introduisant 1’effet de
I’étirement de 1’épaisseur, dédiée pour l'analyse dynamique (vibration libre) des plaques
épaisses en FGM.

- Dans le quatrieme chapitre nous présentons les résultats numériques obtenus et
discussion dans le cas de vibration des plaques fonctionnellement graduées et seront
compargs avec les résultats des travaux d’autre chercheurs.

En fin, une conclusion générale sur I'ensemble de ces travaux permet de revenir sur les

résultats importants mis en avant.



CHAPITRE 1I:

Géneéralités sur les Matériaux

Fonctionnellement Gradueés (FGM)



Chapitre | Généralités sur les Matériaux Fonctionnellement Gradués (FGM)

I.1.Introduction

Durant ces derniéres décennies, une nouvelle catégorie des matériaux composites a vu
le jour dans ce vaste domaine de recherches, ce sont les matériaux fonctionnellement gradués,
étant donné que les matériaux classiques, malgré leurs avantages que soit grande rigidite,
résistance mécanique élevée, légereté et réduction des colts, ne répondent pas toujours aux

exigences demandées.

Ces matériaux fonctionnellement gradués ont une microstructure qui varie
graduellement et constamment a travers 1’épaisseur dans le but d’optimiser leurs

performances que soit mécanique ou thermique ou les deux en méme temps.

Les matériaux composites a gradients évalués FGM représentent un des derniers
développements. Ils sont particulierement utilisés dans les applications de haute technologie :
aéronautique, aérospatial, nucléaire, semi-conducteurs, et en génie civil et trouvent également

des applications biomédicale (Baron et Naili, 2008).

De ce fait, ces matériaux possedent alors un potentiel important dans le domaine de

leurs applications.
I.2.Histoire sur les matériaux a gradient de propriétés (FGM)

Dans les années quatre-vingts, un concept de matériaux a gradient de propriété a vu le

jour au niveau du laboratoire national d’aérospatial au Japon, €lite dans ce vaste domaine.

A partir de 1984, les chercheurs Niino et ses collégues (Niino et al.,1988), ont eu
I’intelligence de développer des matériaux qui ont une grande résistance thermique pour les
structures spatiales et les propulseurs a fusion (Koizumi, 1992). Les changements des
propriétés matérielles mécaniques et thermiques sont induits par les changements continus
dans la microstructure et méme dans la porosité de ces matériaux (Koizumi, 1997). Plusieurs
domaines d’application comme les moteurs et les turbines font appel a cette catégorie de

matériaux (Nguyen et al., 2007).

Un vaste programme de développement des matériaux a gradient de propriétés a été
lancé par le gouvernement japonais en 1987, il s’est focalisé sur le développement de cette
technologie de matériaux a gradient de propriétés et I'étude de la relaxation des contraintes

thermiques. Plusieurs laboratoires de recherche ont imprégne dans ce programme dans le but
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de développer des matériaux dans leurs structures, servants comme barriéres thermiques dans

le domaine de 1’aérospatial (Koizumi, 1997).

Pendant la période de 1987 jusqu’a 1989, c¢’est née la premiére innovation des piéces
expérimentales d’une section de 10 mm d’épaisseur et 30 mm de diamétre qui peuvent résister
a des temperatures de surface de 2000 K avec un gradient de température de 1000 K
(Okamura, 1991).

La fabrication des matériaux présentant un gradient de composition et de structure

passe par quatre procédés qui sont:

o systeme SiC/C par C.V.D.;

o systeme PSZ/Mo par la technique de la compaction seche des poudres ;

o systéme TiB2/Cu par synthese a haute température par auto-propagation;

o et enfin le systtme (Ni-Cr-Al-Y) / (ZrO2-Y203) par projection plasma a
double torches (Okamura, 1991).

Durant la deuxiéme période de 1990 jusqu’a 1991 c’est la phase ou ils ont peu congu
des piéces de sections plus grandes avec des formes plus complexes qui induisent un champ

d’application plus vaste (Okamura, 1991).

Ce n'est qu’en 1992 qu’un nouveau projet de recherche a été né, dans un but de
développer les matériaux fonctionnellement gradués afin d’améliorer leur efficacité dans la
conservation d’énergie dont I’intitulé est : « recherche sur les matériaux pour une

conservation d’énergie en tenant compte de la structure a gradient de propriété ».
1.3.Concept des matériaux fonctionnellement gradués

Dans la catégorie des matériaux composites, il y a les matériaux fonctionnellement
gradués, ce concept a vu le jour dans les annees quatre-vingts au Japon par un groupe de
chercheurs au laboratoire national d’aérospatial (National Aerospace Laboratory, STA), ou ils
ont développé un matériau ayant des caractéristiques pour résister aux sollicitations

thermiques et mécaniques (Niino et al.,1988).
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Figure 1.1 : Différentes exigences des propriétés des matériaux dans différents
endroits (Hopkinson et al. 2006).
Un matériau FGM est un matériau qui est constitué¢ d’au moins de deux matériaux qui
se distribuent continuellement ou dis-continuellement au ceeur de la structure.
Dans le cas ou la distribution est continue, on fait référence a un matériau a gradient
continu dans la microstructure graduée et variable (Kawasaki et al. 1997). Cette répartition

permet de créer des changements a I’intérieur méme du matériau (figure 1.2).

@

Figure 1.2 Schéma d’'une microstructure graduée avec les constituants

céramique et métal (Jha et al. 2013).
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Habituellement, les matériaux fonctionnellement gradués se composent d’un mélange
distinct de céramique et de métal sous forme de plusieurs couches ainsi que les vides qui sont
une composante indissociable du matériau fonctionnellement gradué (Kokini et al.,1990). De
ce fait, ces matériaux composites sont macroscopiquement inhomogeénes et qui se presentent

dans le tableau I.1.

Tableau 1.1: Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal (Kokini et al.1990).

Couches Matériau Observation

= Bonne résistance thermique
La face a haute température Céramique = Bonne résistance a I’oxydation

= Faible conductivité thermique

Continuité du matériau d’un
= Elimination des probléemes de l'interface

point a I’autre « couches Céramique-meétal _ _ )
= Relaxation les contraintes thermiques

intermédiaires »

= Bonne résistance mécanique
La face a basse température Métal = Conductivité thermique élevée

= Tres bonne ténacité

by

1.4. Comparaison entre matériaux a gradient de propriétés et les matériaux

composites traditionnels

Un matériau composite est constitué de deux ou plusieurs matériaux de types
différents, dont la performance de combinaison est meilleure que ces composants pris
séparément de telles maniéres a avoir un matériau qui a des propriétés convoitées tels que la
rigidité, la résistance mécanique, la résistance a la corrosion, la résistance a l'usure ainsi que

la réduction de poids.

() (b) (c)
Figure 1.3: Les types de matériaux composites :(a) Monocouches, (b) stratifiés,

(c)sandwichs.
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Les structures composites ont une anisotropie qui se traduit par des discontinuités
géométriques ainsi qu’une concentration de contraintes a I’intérieur du matériau, ces derniers
engendrent des fissurations au niveau de la matrice, la separation des assemblages et le

délaminage.

Les matériaux a gradient de propriété sont des matériaux intelligents qui font partie
des matériaux composites, dont leurs variations des propriétés sont continuées d’une surface a
une autre. Cette variation progressive continue des fractions volumiques de chaque
constituant induit des changements et élimine les discontinuités aux interfaces, tandis que les
propriétés des matériaux sont conservées. Ces matériaux sont usuellement fabriqués a partir
de composants d'isotropie tels que des céramiques et des métaux, les céramiques présentent
une résistance a la chaleur et a la corrosion contrairement au métal qui procure la ténacité et la
résistance.

Les matériaux a gradient de propriétés «<FGM» sont des matériaux composites non
homogénes macroscopiquement. A cet effet, les changements continus dans leur
microstructure particularisent les matériaux a gradient de propriété par rapport aux matériaux

composites classiques (figures, 1.4, 1.5 et 1.6).

Figure 1.4: Une vue microscopique d’'un matériau fonctionnellement gradué
(Hashmi et al. 2014).
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Figure 1.5: La microstructure d’un matériau fonctionnellement gradué (Hashmi et al. 2014).

Figure 1.6: Microphotographie d’'un matériau fonctionnellement gradué Cu/Ni

a l’aide d’un microscope optique (Hashmi et al. 2014).
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I.5. Méthodes d'élaboration des matériaux a gradient de propriétés

Depuis toujours, les chercheurs ont consacré leurs réflexions a la fabrication des
structures en gradient de propriété, de ce fait ils ont essayé de concevoir des compositions
optimales de plusieurs méthodes en fonction des propriétés des composants de matériaux
(Miyamoto et al.1999; Kiebeck et al.2003; Li et al. 2003; Jamaludin et al. 2013).

Les procedés existants et les plus a jour pour la fabrication des FGM seront expliqués ci-
apres :

1.5.1. Procedé de poudre séche

Pour la fabrication des matériaux a gradient de propriété utilisant des matériaux
solides on fait appel a la technique de PM (métallurgie des poudres).

Ce procéde de fabrication se présente sous trois phases qui sont structurées de la
maniere suivante: premierement le panachage de poudre et ceci en fonction de la répartition
spatiale de telle fagon a respecter I’exigence appropriée, en second l'empilage et damage des
poudres pré-melangées et finalement le frittage (figure 1.7).

Technique de la métallurgie des poudres

Céramique Mixage Métal

Empilage
Couche par couche, pour former un produit
compact vert, a basse pression

Compression
Presse hydraulique a la température ambiante

Frittage sans pression

FGM

Finition

Figure 1.7: Organigramme de technique de la métallurgie des poudres pour la production des
FGM (Saiyathibrahim et al. 2015).
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Cette méthode fait partie des procédés les plus utilisés est cela grace a son contréle dans
le concept de la composition (El-Wazery et al. 2012; Ramachandran et al.
2015 ;Saiyathibrahim et al. 2015).

1.5.2. Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting)

C’est une méthode traditionnelle qui se base sur le principe du versement de la poudre
dans un moule en platre poreaux, de ce fait le liquide engendré élimine la suspension, dont les

particules sont involontairement poussées vers les parois.

Au cours de la procédure d’écoulement dans la barbotine, la taille des grains de la
suspension de poudre change et forme de ce fait le gradient qui est ensuite densifié ou
consolidé et finalement la structure de gradient de propriété est constituée (Katayama et al.
2011).

1.5.3. Coulage centrifuge (centrifugal casting)

La méthode de centrifugation qui consiste a la fabrication de gradient est divisée en
deux catégories est cela en fonction de la température de fusion de la particule de

renforcement.

Dans la premiére catégorie la force centrifuge peut étre appliquée au cours de la
solidification, a la particule et a la matrice dans le cas ou la température de traitement est plus
élevée par rapport au point de la particule de renfort de fusion, par contre dans la deuxiéme
catégorie la particule de renfort reste solide dans une matrice liquide dans le cas ou la

température de traitement est significativement inférieure par rapport au point de fusion.

Cette méthode est baptisée CSPM qui signifie la méthode de particule-solide centrifuge,
elle permet un renforcement électif de la surface du composant obtenue des résultats qui sont
un maintien d’une haute ténacité en vrac et une résistance a I’usure plus élevée a la surface

extérieure (Katayama et al. 2011).

11
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Figure 1.8: Représentation schématique du: (a)- procédure de coulage centrifuge Horizontale

(b)- Le produit final obtenu (Al: haute ténacité et SiC: résistance a [ 'usure élevée)

(Saiyathibrahim et al. 2015).

Figure 1.9:Installation du coulage centrifuge verticale (Saiyathibrahim et al. 2015).
12
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1.5.4. Coulage en bande

Le procédé de coulage en bande est présenté sur la figure 1.10, I’intervalle de la bande
de coulée est de 25pm et 1mm par contre pour les bandes minimales la production est

inférieure a 1um.
Le coulage se présente sous trois phases qui sont :

o [I’¢laboration de la matiére qui contient de 1’eau, des particules de poudre et de
liant ;
o le séchage du corps vert ou de la bande ;

o laconsolidation de la matiére dense de bande.

Dans un but d’obtenir un matériau a gradient de propriété, des bandes ont été
préparées et sont ensuite coupées sous forme des unités carrées a partir des bandes vertes et
placés les uns contre les autres avec une épaisseur de I'ordre de 200pm. Et par la coulée de
bandes de composition différente et de laminage subséquent des matériaux sont produits en

métal-céramique et céramique-céramique.

D’autres chercheurs ont utilisé une autre méthode qui est une combinaison de coulage
en bande ainsi que la réaction auto-entretenue a haute température évoquant les travaux
d’Anne-Laure Dumont (Dumont et al. 2001), ou ils ont fabriqué un matériau a gradient de
propriété en MoSi2/AI203 avec des teneurs en alumine variante de 20 a 80 %, les
échantillons verts ont été mis a feu a une température ambiante. Pour une bonne amélioration
de la densification de composition progressive les réactions de combustion ont été effectuées

sous une charge faible (Dumont et al. 2001).

Figure 1.10: Systeme de processus de coulage en bande (Saiyathibrahim et al. 2015)
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1.5.5. Pressage a chaud

Les deux matériaux combinés en utilisant YSZ-NiCr FGM inter-couche sont la
Zircone stabilisée par I’yttria (YSZ) et les nickels 20 chromes (NiCr) a travers la méthode de
pressage a chaud (Li et al. 2003). Dans la boule fraiseuse, la poudre (YSZ) et (NiCr) est
mélangée pendant 12 heures avant d’étre empilée couche par couche en graphite filicre
revétue de nitrure de bore. La méthode du concept de dégradation progressive arrange la

disposition de chaque couche pour étre en pourcentage désiré.

Avant de stocker la couche adjacente sous une pression supérieure a (10 MPa), le pré-
compactage des couches doit étre réalisé sous une pression inférieure dans le but d’assurer
une distribution exacte de composition dans les couches ; ce qui concerne la jonction d’YSZ-
NiCr ¢laboré pour une durée d’une heure a une température de 1200 °C, cette jonction
présente une bonne stabilité thermique et une résistance a I’oxydation jusqu’a 1000°C avant
d'initier la fissure (Wu et al. 2005 ; Jamaludin et al. 2013 ; Ramachandran et al. 2015).

1.5.6. Processus de frittage

Ce procédé est élaboré dans la méme période que le processus de compactage dans le
cas ou le matériau fonctionnellement gradué est préparé par traitement de pressage a chaud,
par contre le procédé de frittage est effectué apres que les poudres soient compactées dans le

cas ou le matériau fonctionnellement gradué est préparé par le traitement de pressage a froid.

Au cours du processus de frittage ou de consolidation la gradation qui a été effectuée
dans la poudre compacte doit étre préservée. Il faut bien choisir le type de poudre dans un
processus étant donné qu’il y a des poudres métalliques légéres, telles que I’aluminium et
magnésium ont une tendance a réagir avec 1’oxygéne et de se disséminer dans 1’atmosphere et
par conséquent ce phénomene doit étre évité dans un but d’obtenir des matériaux adéquats

(Watari et al 2003 ; Jamaludin et al. 2013).
1.5.7. Processus d’infiltration

L’infiltration est un terme qui signifie chez les scientifiques I'hydrologie et qui est
défini comme la précipitation du fluide présent sur la surface dans le sol. Il est régi par la
force d’action capillaire ou la gravité par contre le taux d’entrisme est en corrélation aux
caractéristiques du sol, tel que le taux de transmission a travers le sol, la facilité¢ d’entrée et
I’aptitude de stockage. La capacité et le taux d’infiltration dépendent de plusieurs parametres
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qui sont les types de végétation et de la couverture, la teneur en eau dans le sol, la texture du

sol, la température du sol et enfin ’intensité des précipitations.

A 1a suite de plusieurs travaux énumérés dans la littérature, le processus d’infiltration
était germé, il y a de cela plusieurs années, dans le but de traiter les matériaux
fonctionnellement gradués, en utilisant la méthode d’infiltration sans aucune pression. De ce
fait, un gradient de composition Al/SiCp a été realisé avec une conductivité thermique non
linéaire et une fraction volumique de la céramique en diminution (Cho et al. 2004 ; Jamaludin
et al. 2013).

1.5.8. Projection thermique

Est un processus de pulvérisation de matériaux fondus sur une structure, ces matériaux
fondus sont des matériaux a gradient qui se constituent sous formes de couches de revétement,
ces derniers peuvent étre épais. Pour le précurseur de revétement, il doit étre
chaufféchimiquement ou électriquement. C'est dans ce contexte qu'en 2002, on a pu concevoir
des revétements a gradient de propriété de barriere thermique (TBCs) et des revétements en
double avec la méme résistance thermique dans un but d’étudier le comportement thermique a
la rupture des structures fonctionnellement graduée (Jamaludin et al. 2013).

1.6. Avantages et inconvénients des matériaux fonctionnellement gradué FGM

Les matériaux fonctionnellement gradué présentent des avantages et des
inconveénients :

1.6.1. Avantages de la FGM

Outre I'accomplissement de son objectif principal, c'est a dire de fournir les différents
requis des propriétés en divers points et des surfaces du futur produit qui, pourrait étre réalisé
par un simple revétement. Suresh et al. Et al Bahr, et beaucoup d'autres soulignent divers
avantages supplémentaires de la FGM. Ils énumeérent certains avantages qui en résultent
principalement de la non-existence d'une interface forte FGM, tels que (Narottam et Bansal
2011) :

1- Diminuer les contraintes thermiques causees par les différences de coefficients de
dilatation thermique des matériaux utilisés ;

2- Absence d'une interface nette devrait conduire a un contrdle d'ensemble mieux des
contraintes ;

3- Meilleure cohésion entre différents matériaux, par exemple un métal et une

céramique ;
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4- Extension de la région fonctionnelle avant d'atteindre la valeur limite de la
déformation plastique ;

5- Suppression de délaminage ;

6- Augmentation de la ténacite a la rupture ;

7- Elimination des singularités des contraintes a divers endroits, tels que les surfaces
libres, des coins, des racines de fissures, etc..

1.6.2. Inconvénient de la FGM

Le principal obstacle a une application plus large de la FGM est leur fabrication
compliguée en raison de I'inadéquation des propriétés différentes, par exemple, la température
de fusion, des affinités différentes pour divers autres éléments, la taille des particules, la
morphologie, etc ; un exemple type est un mélange d'un métal avec la température de fusion
(T1) et une céramique avec une température de fusion (T2). Dans la plupart des cas, un tel
couple est habituellement (T1 << T2). Puis, si la température de fabrication est d'environ (T1),
le céramique est encore non fondue et la structure finale contient des particules de céramique

non fondue dans une matrice métallique.

Dans de nombreux cas, une telle structure présente une grande porosité et une petite
adhérence entre les différents composants et son application générale est limitée. Cependant,
pour des applications spéciales, la présence de particules trés dures (carbures) dans une
matrice solide peut étre souhaitable.

D'autre part, travailler autour (T2) va certainement entrainer une oxydation rapide et de
I'évaporation de nombreux métaux. La formation de phases indésirables, etc. Les matériaux
doivent étre fabriqués dans une atmosphére protectrice ou a une basse pression et ces deux

technologies sont tres colteuses (NarottametBansal 2011).

|.7. Domaines d’application des FGM (Mahmood et Akinlabi, 2017)

Les caractéristiques uniques des matériaux FG ont attiré [’attention de plusieurs
chercheurs durant les dernieres décennies, ce qui a favorisé leurs utilisations dans la majorité
des domaines d’ingénierie. Bien que, originellement, ces matériaux étaient destinés pour les
domaines aérospatial et aéronautique, ces derniers ont été utilisés dans I’industrie automobile,

biomédicale, défense, électrique/électronique et thermoélectronique (Figure 1.11).
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Figure 1.11. Les principaux domaines d’application des FGM

Les matériaux a gradient de propriété ont un large intervalle d’application dans des
domaines tels que les matériaux de construction, matériaux de transformation d'énergie,
nucléaire et biomécanique. Certaines des applications des matériaux a gradient de propriété

sont discutées ci-dessous :

1.7.1.Domaine aérospatial

Etant le premier domaine d’application des matériaux FGM, ils étaient utilisés dans les
composants d’engins pour fusée, la structure de botte de vaisseau spatial, les panneaux
d'échange de chaleur, les réflecteurs, les panneaux solaires, le logement d'appareil photo, les
roues de turbine, les revétements de lame de turbine, les casquettes de nez, le bord d'attaque
de missiles et navettes spatiales (Figure 1.12). Les matériels FGM sont aussi utilisés pour les
murs structurels qui combinent des propriétés d'isolation thermiques et sonores.

Les matériaux a gradient de propriété sont en évolution constante dans le domaine de
I'aérospatiale grace au programme de développement de la NASA. Cette évolution est due au

probleme rencontré dans les colts tres élevés des navettes spatiales qui est en rapport avec le
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poids. A cet effet, et afin de réduire ce cout trés élevé, il est indispensable d’élaborer une
conception optimale qui induit de créer un équilibre entre le poids et la performance de ces
navettes spatiales en utilisant des plaques FGM. Plusieurs travaux présentés par Arnold
(2001) appliquent le modele théorique pour simuler la réponse du FGM pour le
refroidissement des plaques de blindage thermique pour les navettes spatiales (Hopkinson et
al. 2006 ; Saiyathibrahim et al. 2015).

Figure 1.12.Utilisation dans le domaine aérospatial

1.7.2.Dans P’industrie

Dans un domaine important qui a une relation avec I’économie il est nécessaire
d’investir au maximum étant donné que dans le domaine de I’industrie I’innovation de 1’outil
est primordiale, vu que récemment 1’industrie exige des piéces récentes avec des parametres
qui admettent des résistances a l'usure et la ténacité, étant des ¢léments maitres dans
I’innovation de I’industrie et qui induisent la réduction des colits de ces composants. De ce

fait, la solution a cette problématique est I’utilisation des matériaux a gradient de propriéte.

Parmi les matériaux a gradient de propriété qui ont été utilisés dans des applications
importantes ont fait allusion aux matériaux a gradient a matrice d’aluminium, ces derniers ont
été utilisés dans 1’industrie a une étendue échelle telle que les emballages électroniques et des

matériaux de blindage (Saiyathibrahim et al. 2015).

1.7.3.Industrie automobile

L'utilisation de matériaux FG dans l'industrie automobile est toujours limitée a I'neure
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actuelle, a cause du colt élevé de production. Cependant, le matériau est utilisé dans les
parties trés importantes de l'automobile, ou le colt élevé présent justifie son utilisation. Les
applications préesentes incluent les pochettes de cylindre de moteur pour des pistons de moteur
diesel, pour les ressorts a lames, pour les bougies, les chambres de combustion, les puits
d'énergie, les amortisseurs, les volants, quelques parties du corps de la voiture, le verre de
fenétre et des freins de voiture de course (Figure 1.13). Aussi, les matériaux FG sont utilisés
dans des revétements des corps ameliorés pour des voitures et cela inclut les revétements

gradués avec des particules, comme le dioxyde/mica.

Figure 1.13.Utilisation dans I'industrie automobile

1.7.4. Industrie biomédical

Le corps humain est composé d'un certain nombre de matériaux FG notamment les os et
les dents. Ces derniers sont les parties du corps humain les plus remplacées suite a
I’endommagement de ces parties ou bien a cause du processus de vieillissement naturel. C'est
pourquoi la majorité de matériaux FG utilisés dans 1’industrie biomédicale sont des implants,
tels que : Dans les implants pour remplacement squelettique permanent, la porosité graduee
aide a minimiser la protection de stress. Les implants dentaires de titane poreux graduellement
aident a améliorer les propriétés d'osseo-intégration de I'implant (Figure 1.14). Hydroxyapatite
poreux gradué (HA) imite la structure bimodale de I'os humain, ce qui aide a promouvoir la

nouvelle croissance tissulaire et leurs propriétés mecaniques.

19



Chapitre | Généralités sur les Matériaux Fonctionnellement Gradués (FGM)

Figure 1.14. Utilisation des FGM dans les implants dentaires (Sadollah et al., 2013)

1.7.5.Dans industrie marine

Les matériaux FG ont aussi des applications dans I'industrie marine notamment : Dans le puits
de propulseur, les cylindres plongeants, les démes de sonar, le systeme de tuyauterie de

composé et dans la coque de pression cylindrique.

1.7.6.Dans les biomatériaux

Aujourd’hui ce domaine sensible sollicite I’admission de ce type de matériaux, car les
matériaux a gradient de propriété sont I’innovation du siccle dans ce domaine sensible, pour
éclaircir mieux on prend 1’exemple de la réparation de 1’os et ligaments humains ou son
remplacement en cas de fissuration, plusieurs chercheurs ont travaillé sur cette thématique
comme Miao et Sun (Xigeng Miao et al. 2010), ou les recherches expérimentales ont montré

gue ces matériaux ont une capacité de résistance et de durabilité.

Figure 1.15: Exemples des matériaux a gradient de propriétés (I’os et hanches).
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1.7.7.Dans la défense

Les matériaux a gradient de propriété sont la base de la fabrication du sabre japonais
traditionnel. Ce dernier est fabriqué par plusieurs plaques d’acier de forge avec une teneur en
carbone qui permet de se présenter dans la surface extérieure en grande quantité par rapport a
la partie intérieure. Ils induisent une résistance élevee et une dureté remarquable (Misra et al.
2011). Parmi les capacités du matériau fonctionnellement gradué est d’empécher la

propagation des fissures.

La capacité du FGM d'offrir des propriétés résistant a la pénétration en évitant la
propagation des fissures est une propriété attirante qui favorise le matériau dans I'industrie de
défense. Les matériaux FG sont utilisés dans Il'industrie de défense dans des applications,
comme des gilets pare-balles, I'épée japonaise traditionnelle et dans des blindages ainsi que le

corps de véhicules pare-balles. (Figure 1.16)

Figure 1.16. Utilisation dans [’industrie de la défense.
1.7.8.Dans les capteurs et les applications énergétiques

Les materiaux a gradient de propriété procurent une variété de fonction, par exemple le
thermoélectrique gradué, ces matériaux piézoélectriques sont appliqué dans les ultrasonores a
large bande et les électrodes composites graduées pour les combustibles a base d'oxydes
solides (Mdller et al. 2003). Les matériaux a gradient de propriété sont utilisés dans les

procédés de changement d'énergie, protection des aubes de turbine comme revétement.
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1.7.9.Dans I’optoélectronique

Aujourd’hui, il est possible de réaliser des procédés photoniques qui pourraient
fonctionner dans une large gamme spectrale et cela en utilisant des matériaux a gradient de
propriété (Wo et al. 2005).

Il existe plusieurs domaines d’application des FGM comme les revétements, les
composants des moteurs, les échangeurs de chaleur, les réacteurs nucléaires etc. (Rasheedat et
al., 2012; Bohidar et al., 2014). A cet effet, en remarque une amélioration dans le co(t de

production et les propriétés des matériaux a gradient de propriéte.

1.7.10.Articles de sports

Aujourd’hui les matériaux a gradient de propriété sont introduits comme un composant
dans la production des articles de sport de haute performance telle que les chaussures de
baseball et les outils d'escalade sur glace (crampons et piolets) dans le méme concept de

réduction d'usure (Hopkinson et al., 2006 ; Saiyathibrahim et al., 2015).

Les matériaux FG sont utilisés dans un certain nombre d'équipements sportifs, tel que

les clubs de golf, des raquettes de tennis et des skis.

1.7.11.Dans autres industries

L'application des matériaux FG inclut aussi divers domaines, exemple, les outils de
coupe pour améliorer la force thermique de l'outil de coupe, les lames de rasoir de Fer-
Aluminure/Acier inoxydable, dans les équipements de sécurité, comme des bouteilles d'air de

lutte contre les incendies, les cadres de monocle et les casques.

D'autres équipements, comme, le scanner IRM des tubes cryogéniques, les récipients
sous pression, les réservoirs a carburant, les cas d'ordinateur portable, les instruments de

musique et les tables radiographiques.
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Tableau 1.2 : Les propriétés des FGM et leurs applications significatives
(Bohidar et al., 2014 ; Makwana et al., 2014 ; Udupa et al., 2014).

FGM Propriétés Applications
AI203/ Alliage N . . L . )
Barriere thermique et anti usure Buse a fusée, ailes et pieces moulées
d’aluminium

Fibre de verre / Epoxy

Résistance a la dureté et a

I'amortissement

Rotors de frein, dbmes solaires,

Systémes de tuyauterie composite.

Légers et de bonnes propriétés

Composants d'hélicoptéres Portes de

trains d'atterrissage

Carbone / Epoxy .
d'amortissement Panneaux d'échangeurs de chaleur
Piéces de moteur
Panneaux d'échange de chaleur, buse de
TiAl/ SiC Revétements résistants aux fusée, structure de wvaisseau spatial,
SiC/C températures et aux chocs panneaux solaires, réflecteurs et lames

de roue de turbine.

Graphite / Epoxy

Rapport résistance / raideur élevé,
bonne résistance au rayonnement
et réduit les distorsions

thermiques.

Coques de pression cylindriques

Télescopes spatiaux Réservoirs

cryogéniques Antennes satellites

Alliage d'aluminium /
Nanotubes de carbone
(CNT)

Légereté et haute rigidité

Ligaments artificiels, piéces de rechange
pour scanner IRM, lunettes de verre et

piéces de dentisterie.

Cylindres de stockage, pistons de

SiCw / Alliage Légereté et haute rigidité moteurs diesel, cadres de vélo et
d’aluminium véhicules de course
Propriété de résistance a la Machines et les outils de formage, les
WC/ Co chaleur, a l'usure et a la déchirure outils de coupe et les os artificiels.
o Chambres de combustion, Garnitures de
] Dureté et tenacite .
Al/SiC cylindre moteur, Volants.
Contr6le de perte de signal & . )
) ) ] Moteurs diélectriques
BaTiO3/Si haute fréquence

1.8.Lois régissantes la variation des propriétés materielles des plaques FGM

Les matériaux fonctionnellement gradués « FGM » sont généralement composés de

deux matériaux, habituellement céramique et métal, malheureusement dans plusieurs cas les

renseignements sur les caractéristiques du matériau que soit la forme, la taille et la distribution
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sont indisponibles, vu que le module d’élasticité est évalué sur la base de la forme et la
distribution de la fraction volumique. A cet effet, des modéles micromécaniques ont vu le jour

dans un but de définir les propriétés des matériaux macroscopiquement homogeénes.

Parmi les méthodes d’homogeénéisation évoquées dans la littérature seules trois d'entre
elles sont les plus utilisées a savoir: 1’approche du modéele auto-cohérant d’Hill (Hill, 1965), la
méthode Mori-Tanaka (Mori et Tanaka, 1973) et enfin la loi des mélanges (Markworth et al.
1995).

1.8.1.La loi des mélanges

Une des propriétés des matériaux fonctionnellement gradués est déterminée par le
parameétre p et il varie le long d’une direction en fonction des fractions volumiques et les

propriétés des matériaux qui le composent.

Dans les plaques FGM la direction est variable suivant le sens de 1’épaisseur (figure
1.14).

Figure 1.17: Plaque a gradient de propriété.

Les propriétés sont représentés par le module d'élasticité, la masse volumique et le

coefficient de Poisson, elle se présente sous la formule suivante :

P(z) = P1V1+ P2V2 (I.1a)

Ou P4, P, et Vy, V, sont les propriétés du matériau ainsi que les fractions volumiques, la

somme des fractions volumiques est égale a 1 :
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Vi+V2=1 (1.1b)
La fraction volumique V1 a une distribution de la loi de puissance suivante (Markworth et al,
1995):

z 1

En remplacant (I.1c) dans (1.1b) ont obtient :

1
V1=1—(%+E” (1.1d)

Avec : h est I'épaisseur de la plaque et n est I’indice de loi de puissance.

Les matériaux V1 et V2 peuvent étre en céramique et métal suivant cette distribution,
z= h/2 est la couche de céramique et qui représente la surface supeérieure, z= - h/2 est la

couche de métal et qui représente la surface inférieure de la plaque a gradient de propriété.

Plusieurs chercheurs basent leurs recherches soit sur la fonction de la loi de puissance,
de la fonction sigmoide ainsi que celle de la fonction exponentielle dans un but de décrire les

fractions volumiques d’un matériau fonctionnellement gradué.
1.8.1.1.Propriétés matérielles de la plaque P-FGM

Dans une plaque P-FGM, la fraction volumique obéit a une loi de puissance sous la

forme :

z+ h/2
V() =

Ou p est le paramétre du matériau et h est 1’épaisseur de la plaque et z présente

)P (1.2)

coordonné suivant 1’épaisseur. Les propriétés matérielles de la plaque sont déterminées par la

loi des mélanges (Mori et Tanaka, 1973).

E(z) = Em+(Ec- Em )V(2) (1.3)

Les modules d’Young de la surface inférieure (z= -h/2) et supérieure (z= h/2) de la
plague FGM sont respectivement E, et E.. (La figure 1.15) illustre la variation de la fraction
volumique dans le sens de I’épaisseur de la plaque. D’apreés la figure, on remarque que pres de
la surface inférieure pour P<1 la fraction volumique diminue rapidement par contre pres de la

surface supérieure pour P>1 la fraction volumique augmente rapidement.
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Figure 1.18: La variation de la fraction volumique a travers [’épaisseur de la plague P-FGM
(Bao, 1995)
1.8.1.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM

Chi et Chung (Chi et al, 2003) ont défini la fraction volumique par I’utilisation de
deux fonctions de la loi de puissance dans le but d’assurer une distribution des contraintes

dans toutes les interfaces de la plaque. Les fonctions de la loi de puissance se présentent sous

la forme :
1 z+h/2
= P — <z< .
Vi(2) 2( h2 ) Pour —h/2<z<0 (1.4a)
17—
Vz(z)zl—z( —)? Pour 0 <z < h/2 (1.4b)

2
Le module d’Young de la plaque S-FGM est calculé en utilisant la loi des mélanges

comme suit :
E@@) =Vi(2) E1 + (1- V1(2)) E2 Pour - h/2 <z< 0 (1.5a)
E(z) = V2(2) E1 + (1- V2(2)) E; Pour 0<z<h/2 (1.5b)
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La variation de la fraction volumique qui est défini par les équations (1.5a) et (1.5b)
représente les distributions sigmoides, illustrée sur la figure 1.16.

Figure 1.19:La variation de la fraction volumique a travers [’épaisseur de la plague
S-FGM (Chi et al. 2003).

1.8.1.3. Propriétes matérielles de plaque E-FGM

Afin de définir les propriétés matérielles des matériaux, plusieurs chercheurs ont une
tendance a utiliser la fonction exponentielle, la variation du module d’Young a travers

I’épaisseur (figure 1.17).

Delale al. (1983) ont défini la fonction exponentielle sous forme :

h
E(z) = E,e?¢* (1.1a)
1. (E
Avec B = Elln (E_z) (1.1b)
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Figure 1.20:La variation de la fraction volumique dans une plaque E-FGM
(Delale et al.1983).

1.8.2.Le modele auto-cohérant de Hill

Ce modele est élaboré dans le principe de noyer dans un matériau continu chaque
inclusion de renforcement, dont ses propriétés sont celles du composite, la méthode nommée
ne permet pas de faire une distinction entre la matrice et les phases de renforcement quoique
le module d’ensemble soit le méme qui est présagé dans un autre composite alors qu’un
remplacement des réles respectifs des phases est élaboré. Elle est donc en mesure de
déterminer dans des régions dont leur microstructure squelettique interconnecte (Hill, 1965;
Reiter et al.1997) (figure 1.18).

Figure 1.21: Phase matérielles avec microstructure squelettique (Kanaun et al. 2008).
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Par la méthode d'auto-cohérent des modules élastiques locale K et p sont donnés :

o__h ¥ (1.7)
K K_KzK_Kl '
P E S (1.8)
[ R Y a2
K
Ou : 6=3-5u= 30 (1.9
K +

Aprées remplacement du parametre 5 dans I’équation (1.7), I’équation est écrite sous la

forme :
K __h | b (1.10)
K+2 gk +2 g, +2% '
3 3 3
Et ensuite elle est donnée comme suit :
1 1 4u
K=V_1+T_? (1.11)
Ki+28 K+t
Le parametre p est obtenu en résolvant de 1’équation suivante :
(L -+ mus+ 12) -(Vipty + Vo) - nugpiz=0 (1.12)

Le parameétre i dans I’équation est défini en utilisant 1’équation (1.9), en revanche le
module de cisaillement u est défini dans 1’équation (I.12) et pour résoudre 1’équation il est

plus facile d'utiliser la méthode Mori-Tanaka que le modele d'auto-cohérent.
1.8.3. Le modéle Mori-Tanaka

Ce modele est basé sur 1’évaluation des propriétés effectives du matériau, la méthode
est applicable aux régions de la microstructure graduée possédant une phase particulaire

discontinue et une matrice continue bien définie (figure 1.19) (Kanaun et al. 2008).

Dans ce cas de figure, la phase matricielle désignée par I’indice 1 est renforcée par des

particules sphériques d’une phase particulaire désignent par I’indice 2. K3, u; et V; désignent
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respectivement la masse volumique, le module de cisaillement et la fraction volumique de la
phase matrice par contre la phase particulaire et désignée par Kj, u et V5, qui représentent les
propriétés matérielles qui sont la masse volumique, le module de cisaillement et la fraction
volumique (Hill, 1965 ; Mori et Tanaka, 1973 ; Benyeniste, 1987).

Figure 1.22: Phase matérielles avec microstructure particulaire (Kanaun et al. 2008).

Dans la méthode de Mori-Tanaka (Mori et Tanaka, 1973) les différentes propriétés
locales sont présenter de la maniere suivante : K qui est défini comme le module de
compressibilité, p le module de cisaillement, V la fraction volumique, a le coefficient de
dilatation thermique et cela dans une matrice isotrope pour une distribution aléatoire des

particules isotropes et qui sont donnés (Vel et al. 2004 ; Shen, 2009).

K—K _ Vv, (1.13)
— - 4 )
Ko =Ko 14 WKy — KD/ (K +50)
- V.
U=l 2 (. 14)

o — iy 1+ ViQup — 1)/ (ua + f1)
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Ou: fo= py 2t (L.15)

—h 6(K1+211)

o —0¢y (%) B (Kil)

= (1.16)
=) )
K, Ky
Dans les deux modéles de Hill et Mori-Tanaka le module de Young et le coefficient de
Poisson sont defini respectivement par les équations suivantes :
3K —2
= M (1.17)
GK +w)
(3K — 2u)
= .18
V=20K + p) (I1.18)

1.9. Conclusion

Ce chapitre était dédié a une généralité sur les matériaux fonctionnellement gradués ou
appelés aussi les matériaux a gradient de propriété, nous avons essayé dans cette partie de
présenter en amont une introduction sur ces matériaux intelligents, qui sont 1’innovation du
siecle, tout en débutant par une présentation d’un historique ainsi d’une conceptualisation de
ces matériaux a gradient de propriété, étant donné que dans chaque matériau il y a toujours un
élément déclencheur qui a permet son apparition, elle est subséquemment articulé par un
apercgu sur les méthodes qui existent pour 1’élaboration de ces matériaux, que soit le procédé
de (poudre seche, frittage, infiltration), le coulage (séquentiel, centrifuge, en bande), pressage
a chaud et enfin la projection thermique.

Et afin d’éviter de se contenter des informations stériles ont c’est penché sur des
informations distinctives sur ces matériaux dans la diversification qui existe avec les
matériaux composites traditionnels, et vu que ces matériaux fonctionnellement gradués
montrent des avantages et des inconvénients de plusieurs phénomenes, en conséquence nous
avons jugé nécessaire de présenter cette partie et de 1’articuler par une présentation sur leurs
domaines d’exploitations puisque ces matériaux sont actuellement introduits dans des champs
d’applications vastes et sensibles, a titre d’exemple le domaine médical qui est en relation
direct avec la survivance de 1’humanité.

Et en dernier lieu, nous avons évoqué les différentes lois qui régissent la variation des

propriétés matérielles des plagues que soit de puissance, sigmoide ou exponentielle a travers
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I’épaisseur d’une plaque par la variation des propriétés du matériau (module d’Young,
coefficient de poisson et la masse volumique). Dans le chapitre qui va suivre, nous nous

attacherons a étudier les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) par une présentation

d’une revue bibliographique.
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Chapitre 1l Théories des plaques

1.1 Introduction

Pour résoudre les problemes des plaques en FGM dans le domaine élastique, il est
nécessaire de choisir la bonne théorie décrivant correctement le comportement statique et

dynamique de la structure ainsi que la méthode de résolution a appliquer.

C’est en 1888 que Love utilisa les hypothéses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes
inspirées des hypothéses d’Euler-Bernoulli pour fonder une théorie des plaques minces
(également appelée théorie classique ou théorie de Kirchhoff-Love) (CPT : Classical plate
theory). La théorie des plaques semi-épaisses (théories des déformations du premier ordre)
(FSDT : The first-order shear déformation plate theory) a été consolidée par Mindlin a partir
des travaux de Rayleigh (1877), Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Uflyand (1948).
Ensuite, des théories d’ordre supérieur (HSDT : High-order shear deformation plate theory)
sont venues améliorer les hypothéses des théories classiques et du premier ordre lorsque
I’épaisseur de la plaque devient importante. Il existe aussi la théorie basée sur 1’¢lasticité

tridimensionnelle qui ne fait aucune hypothése restrictive sur les déplacements de la plaque.

Nous présentons dans ce chapitre quelques modeles des théories des plaques
développées dans la littérature pour améliorer 1’évolution de la variation du champ des

déplacements a travers I'épaisseur des plaques.

11.2. Définition d'une plaque

La plaque est un solide défini par une surface de référence plane (plan x, y) et par une
petite épaisseur (notée h(x, y)), par rapport aux autres dimensions, a savoir la longueur et la
largeur. Suivant l'ordre de grandeur de h par rapport aux autres dimensions, on introduit
I'adjectif mince au épaisse aux plaques et aux coques. Cependant, ce qualificatif n'implique
pas seulement une caractéristique geométrique, mais définit aussi un réle particulier des
déformations dites de cisaillement transversal. Cette influence est d'autant plus importante que
les structures sont minces car I'épaisseur h varie en sens inverse de I'influence. La plaque peut
étre constituée d'un matériau homogeéne ou d’un empilement de différentes couches de
matériaux orthotropes.

11.3. Différents types de plaques

En fonction de la nature des matériaux qui les constituent et de la géométrie de leur

section transversale, les plagues peuvent étre classées en trois catégories;
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1) Les plaques isotropes: elles sont constituées d'un matériau isotrope (acier, béton) et leur
section transversale est homogéne. Elles sont définies par deux parametres élastiques
(respectivement le module d'élasticité et le coefficient de Poisson). On les retrouve dans les

constructions civiles courantes (batiments, ouvrages d‘art,...).

2) Les plaques orthotropes: leurs propriétés élastiques sont différentes dans deux directions
perpendiculaires. L'orthotrope peut étre naturelle (bois) ou techniques (dalles rédies). Le
comportement de ces dalles est défini par quatre parameétres élastiques et on les retrouve dans
les constructions navales, aéronavales, de réservoirs de I'industrie chimique, des batiments et
d'ouvrages d'art (Batoz, 1990).

3) Les plaques anisotropes: leurs propriétés élastiques sont différentes dans toutes les
directions. Neuf paramétres élastiques sont suffisants pour les devenir. Elles sont souvent

constituées de matériaux composites et sont surtout utilisées dans l'industrie aéronavale.

11.4. Les modeles des plaques pour les matériaux a gradient de propriétés

L’ensemble de ces théories sont basées sur 1’état de contraintes planes, par conséquent
la déformation normale est négligée (¢, = 0), sachant que 1’aspect géométrique de la plaque
est défini par une surface de référence plane (plan x,y) et par une épaisseur petite par rapport
aux autres dimensions (Belabed,2016). Cette définition favorise le choix d’une cinématique
spécifique par rapport a la cinématique générale d’un solide, le facteur de classification de ces
théories est I’importance de I’épaisseur par rapport aux autres dimensions, cette particularité
conduit a I’effet de cisaillement transversal a travers 1’épaisseur, ce dernier est présenté dans
la cinématique adaptée.

Pour cela, nous atteindrons aux trois classes suivantes :
1 ) Les théories classiques des plaques (Classical plate theory CPT),
2 ) Les théories de premier ordre des plaques (First Order Shear Plate Theory FSDT),

3 ) Les théories de cisaillement d’ordre supérieur des plaques (Higher Order Shear

Déformation Theory HSDT) .
11.4.1 Théorie classique des plaques de Love-Kirchhoff (CPT)

Ce modele est la généralisation pour des matériaux anisotropes du modele de Love-
Kirchhoff. Cette théorie ne tient pas compte du cisaillement transverse et suppose que les
déplacements de membrane, en tout point de la plaque, sont uniquement dépendants des
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déplacements de membrane et des dérivées de la fléche.

Le champ de déplacement associé est présenté dans 1’équation (II.1). La figure II.1
illustre 1’état déformé d’une structure monocouche avec le modéle de Love-Kirchhoff : la
section de la plaque déformée reste orthogonale a la surface neutre, les contraintes et
déformations de cisaillement transverse sont nulles. Cette formulation a tendance a sous-
estimer les fleches et surestimer les charge critique de flambement et les fréquences propres
des structures modélisées, cette erreur étant encore plus grande pour les stratifiés fortement
anisotropes. Cependant, ce modele permet de décrire correctement le comportement de
plaques simples fortement élancées ou avec une épaisseur faible par rapport a la longueur

d’onde de flexion, d’ou son appellation de modé¢le de "plaques minces".

(11.1)

Ou u ;v ;w ,sont les composantes du champ de déplacement a la surface moyenne (= 0).

Figure 11.1 : Plaque de Love Kirchhoff (Reddy 1997)
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Le champ de déformation associé¢ au champ de déplacement de I’Eqgs. (II.1) est obtenu comme

suit :

(11.2)

Avec :

(11.3)

Puisque cette théorie est limité et donne des résultats non précis pour les plaques semi-
épaisses et épaisses (Reissner, 1945 et Mindlin, 1951) ont prolongé la théorie classique des

plaques minces (CPT) en tenant compte de I’effet de la déformation de cisaillement.

11.4.2. La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT) :

Dans cette theorie le cisaillement transverse est inclus .Dans ce cas les contraintes et les
déformations sont uniformes et constantes a travers 1’épaisseur de la plaque (Fig. II 2.), ce qui
nécessite 1’introduction d’un du facteur de correction de cisaillement« Ks ». La FSDT est
utilisé par plusieurs chercheurs (Whitney, 1969; Reddy, 1998; Kant et Swaminathan, 2002;
Chen, 2005,Bouazza et al., 2010; MemarArdestani et al., 2014; Mantari et Granados,2015 ;
Hadji et al., 2016)

La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant :

(11.4)

Avec : (U, v,, W) et (p,p,) sont les déplacements en membrane et les rotations autour
des axes y et x, respectivement.

Le champ de déplacement définis dans ’expression ci-dessus permet de reprendre la

théorie classique des plaques décrite dans la derniére section par le remplacement
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de

La FSDT est donc une extension de la cinématique de la CPT par une déformation de
cisaillement transversale de la plaque dans leur hypothese cinématique. La théorie de
déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) ne satisfait pas les conditions aux
limites au niveau des surfaces supérieure et inférieure de la plaque (contraintes de traction non
nulles), un facteur de correction en cisaillement (Ks) a travers 1’épaisseur est nécessaire. La
valeur de ce facteur de correction dépend de la géométrie de la plaque, de la variation du
coefficient de Poisson a travers 1’épaisseur, du chargement appliqué et des conditions aux

limites imposeées.

Figure 11.2 : Plague de Reissner-Mindlin (Reddy 1997)

D’ailleurs pour éviter I’introduction d’un facteur de correction (Ks), des théories de

déformation en cisaillement d’ordre élevée ont été développées.

11.4.3. La théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

Pour éviter ’utilisation d’un facteur de correction en cisaillement et pour tenir compte

d’hypothéeses plus réalistes que celles de Kirchhoff, plusieurs théories d’ordre ¢levé ont été
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proposées par Reddy (1984, 2000), lyengar et al. (1974,1982), Krishna Murty (1977-1987).
Généralement ces théories utilisent un développement en série de Taylor a travers 1’épaisseur

du champ de déplacement avec la forme suivante :

u(x,y,2) = up(x,¥) + 20u(x,y) + 220 (%, y) + -+ + 2" O%(x, y) (11.5)

Ou n détermine 1’ordre utilisé dans le mode¢le. Dans la théorie de Kirchhoff-Love n=0.
La théorie de Reissner-Mindlin est une théorie du premier ordre avec n=1 pour les
déplacements dans le plan et n=0 pour le déplacement normal.

La figure 11.3 montre une cinématique schématique d’un modéle d’ordre élevé.

Figure 11.3 : Schématisation des déformations des plaques par la théorie « HSDT ».

Selon Reddy (1990) et Mallikarjuna et Kant (1993) les hypothéses qui sont a I’origine
dudéveloppement de ces théories d’ordre élevé sont :

* Les déplacements sont petits comparés a 1’épaisseur de la plaque.

* Les sections transversales, initialement planes et normales au plan moyen, ne restent
pas nécessairement planes et normales a celui-ci aprés déformation.

* La déformation axiale dans la direction transversale n’est pas négligeable.

* La contrainte normale dans la direction transversale n’est en général pas négligeable.

La plupart des théories d’ordre élevé (HSDT) sont basées sur les approches de

Reissner (1945), Mindlin (1951) et d’Ambartsumyan (1969) Et leur champ de

déplacements s’écrit sous la forme suivante :

u(x:y’z) = uo(x:}’) —Z

W) 1 p@pay), (11 62)
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dwo(x, y)

5+ f@ex(uy), (11 6b)

V(x»y;Z) = VO(XJ’) —Z

W(X, Y, Z) = WO(X, }’)' (H 6C)

Avec (ug, vy, W) et (@, @,) sont les déplacements en membrane et les rotations

. a
autour des axes X et y, respectivement ¢, = — % + Oy 0y = —
X

‘% +0,.
f(z)est une fonction de cisaillement transverse caractérisant les théories

correspondantes. En effet, les déplacements de la théorie classique de plaque (CPT) est

obtenue par en prenantf(z) = 0, alors que la théorie de premier ordre (FSDT) peut étre

obtenue par f(z) = z.

Reddy avait proposé une théorie de déformation de cisaillement du troisieme ordre (TSDT)

qui peut étre obtenus par :

f(z) =z (1 — —Zz) (11.7)

Dans le modéle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique, la
distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique a travers 1’épaisseur et
les conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites. Ce qui donne une bonne
approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution
d’¢élasticité tridimensionnelle (Elasticité 3D).

En 1991, une fonction trigonométrique sinusoidale est introduite dans un modeéle
sinus(SSDT) pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement a travers 1’épaisseur
est proposé¢ par Touratier (1991), ce modele (SSDT) est différent des autres modeles d’ordre
supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. La fonction de cisaillement
transverse s’écrit comme suite :

mZz

fl2) = % sin (T) (I1.8)

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modéle (SSDT)
prennent une forme co-sinusoidale a travers 1’épaisseur de la plaque. La précision de ce
modele par rapport a la solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

Karama et al., (2003) ont développé une version exponentielle de la théorie de

déformation de cisaillement d’ordre élevé (The exponential shear deformation plate theory

ESDPT) est obtenue en prenant:

f(2) = 2672’ (IL9)
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Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et
impair de la variable z, alors que la fonction (sinus) de Touratier (1991) ne permet qu’un
développement en puissance impair.

Malgré le fait que les modeles d’ordre élevé assurent une continuité de déplacement et
de déformation a I’interface, les contraintes de cisaillement infraliminaire et les contraintes
d’interface, restent discontinues. Ceci présente un inconvénient lors de I’analyse locale de
I’interface des structures multicouches dont les propriétés des couches sont trés différentes
(Duong, 2007).

La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé the
hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par Ait Atmane et al., (2010)

est obtenue en prenant :

B cosh(/,) (h/m)sinh (% z)
B [cosh(T/5) — 1] " [cosh(m/2) — 1]

f(z) (11 10)

11.4.4. Revue sur les différents modeéles fonction de la théorie d’ordre élevé

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs proposent
quelques contributions importantes de développement de modéles d’ordre €levés qui se sont

distingués dans la littérature par 1’expression de la fonction de cisaillement f(z).

Les modeéles sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement
dans I’épaisseur, et qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale
dans la configuration déformée (Figure 11.4) (Whitney 1973), (Nelson 1974), (Lo 1977) et

(Touratier 1991) . Nous citons en particulier :

« L’approche d’ Ambartsumyan (1969) avec ;

hZ 2
f(2) = §<Z - %) (I1.11)

« L’approche de Reissner (Reissner 1945), Panc et Kaczkowski (1973) avec ;

2
f(2) = %Z<1 - %) (1. 12)
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* L’approche de Levinson, Murthy, (1981) et Reddy Avec ;

@ =21 -2 1113
f(z) =z 2Ty (I1.13)
« L’approche de Aydogdu (2005) avec ;
-2()?
f(z) =zamn@ a>0 (1. 14)

« L’approche de El-Meiche et al. (2011) avec ;

h . Tz
—SIin (—) —Z
s h

(2) = (IL. 15)
/ cosh(r/2 —1)
27 ; P ;
: oo /
! i
Ambartsumyan 1 : iy /
----- Kaczkowski i /,/ /
------ A AR
e l'ouratier = ; S s
- Alag ; “.,“./ P
------- : RN s
Aydogdu iy "
I’lf{/’/
| T T T T T T T T T T ‘;\_}/V T T - T . I . I . I . \
30 25 20 15 10 05700 05 10 15 20 25 30
A
s e
e Vars i
7 s N
// sy
/ s 1
/ J Il
s g ::
i 7 g
! I ! !
,/ i ;
! ] ' _2_

Figure 11.4:Variation de la fonction de forme f(z) des différents modéles en fonction de /’épaisseur.
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suivant l’épaisseur.
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11.4.5. Nouvelle théorie raffinée de déformation des plaques

Shimpi (2002) a développé un modele raffiné pour les plaques isotropes (RPT :Refined
Plate Theory). Les caractéristiques les plus intéressantes de cette méthode et qu’elle ne
contient que deux variables qui donne seulement quatre inconnus a trouvés au lieu des cing
dans le cas classique. En plus, cette théorie n’exige pas de facteur de correction de
cisaillement et donne une distribution parabolique de cisaillement a travers 1’épaisseur de la
plaque. Aussi, elle présente beaucoup de similitudes avec la théorie classique des plaques
quant aux équations du mouvement, les conditions aux limites et les expressions des
moments. Ait Atmane et al.2010 ont adaptée cette théorie pour la flexion des plaques FGM.

Récemment (Thai et Kim. 2010 et 2011) et Hadji et al. (2011) ont adapté la RPT, avec
succes, au flambement des plaques orthotropes, et a la vibration libre des plaques stratifiées et

sandwiches respectivement.

11.5. Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les différentes théories de déformation des plaques soit
celles qui se basent sur la théorie tridimensionnelle d’¢€lasticité ou sur les théories des
plagues« FGM » en commencant a savoir la théorie classique et la théorie du premier ordre,
en passant par les théories d’ordre élevé. A la fin du chapitre, on a eu I’occasion dévoilé une
nouvelle théorie de déformation en cisaillement des plaques quasi 3D qui prend en
considération 1’effet de 1’étirement de 1’épaisseur cette théorie permet de réduire le nombre
d’inconnus & cing réduisant ainsi les temps de calcul.

Dans le cadre de ce travail de recherche. On va appliquer cette théorie de déformation
quasi-3D pour analyser la vibration libre des plaques en FGM et pour sa validation, on
comparera les resultats avec ceux obtenus avec les différentes théories trouvées dans la

littérature.
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I11.1 Introduction

Dans ce travail, une nouvelle théorie quasi-3D HSDT inverse qui comptabilise les effets
de déformation de cisaillement transversal et d'étirement de I'épaisseur est proposée. La
présente théorie contient seulement cing variables ce qui est similaire que la FSDT, le modeéle
assure les conditions aux limites de traction libres sur les surfaces supérieures et inférieures
de la plaque. Le principe d’Hamilton est utilisée pour déterminée les équations de
mouvement. Des solutions analytiques de plaques FG simplement appuyées sont présentées.
Les résultats calculés sont comparés avec les solutions existantes pour vérifier I'exactitude de

la théorie proposée dans la prévision de la réponse dynamique des plaques FG.

111.2 Formulation mathématique

111.2.1 Les propriétés de la plague FGM

Les propriétés du matériau de la plague FGM, comme le module de YoungE, le

coefficient de Poissonv, et la masse volumique p, sont déterminés selon la loi de mélange
(Jha et al, 2012; Tounsi et al, 2013) comme :
P(z)=P,+(R.-P,) V(2) (I.1a)

Avec

V(z)=(22+hjp

5 (111.1b)

Ou P est la proprieté matérielle effective, P.etP, sont les propriétés des faces supérieure et
inférieure de la plaque, respectivement. pest I’indice du matériau.V (z) est la fraction

volumique de céramique. Par souci de simplicité, le coefficient de Poisson est supposé étre

une valeur constante suivant I’épaisseur de la plaque (Delale et Erdogan, 1983).

111.2.2. La nouvelle théorie raffinée a cinqg variables

111.2.2.1. Hypothéses de base et cinématique

Le champ de déplacement de la présente théorie est choisi sur la base des hypotheses
suivantes:

(1) Les déplacements transversaux sont divisés en composants de flexion, de cisaillement
et d'étirement;

(2) le déplacement dans le plan est divisé en composants d'extension, de flexion et de

cisaillement;
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(3) les parties flexibles des déplacements dans le plan sont similaires a celles données par
CPT,;

(4) les parties de cisaillement des déplacements dans le plan donnent lieu aux variations
hyperboliques des déformations de cisaillement et donc aux contraintes de cisaillement a
travers I'épaisseur de la plaque de telle sorte que les contraintes de cisaillement disparaissent
sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque.

Sur la base de ces hypotheses, les relations de champ de déplacement suivantes peuvent

étre obtenues :

U(X,y,Z,t)zuo(X,y,t)—z%_f(z)aws (r.2a)
OX OX
oW ow, (1 .2b)
,,,t:0,1t__b_f s
V(><yZ)V(><y)zay (z)@y
W(X, Y, z,t) = w, (X, ¥, 1) + W, (x, y,t) + & 9(2) ¢, (%, ¥, (1 .2c)

Ouu, et v,dénotent les déplacements le long de x et y les coordonnées des directions d'un
point sur le plan médian de la plaque; w, et w,sont les composantes de flexion et de

cisaillement du déplacement transversal, respectivement; et le déplacement supplémentaire ¢,
tient compte de I'effet de la contrainte normale (effet d'étirement).

& C’est le parametre qui prend en considération I’effet d’étirement (& =0 sans étirement ;
& =1 avec étirement).

Les fonctions de forme f (z) et g(z) sont donnés comme suit :

25 (111.3)

f(z)=z—-arcsinh(z)+=—z
(2) (2) = h

et
1.4
9(z) =1- () (4

111.2.2.2 . Les déformation et équations constitutives
Les déformations non nulles associées au champ de déplacement dans 1’équation (111.2)

sont obtenues comme suit;

£, &l k? kS )
g, =16 r+z1k r+F(2)kS ¢, {;VZ}ZQ(Z){Véz}’ g =g'@) & (I5)
}/xy 7)?)/ k:y k;y Xz X2
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Ou

oy _ O,
80 6X kb aXZ
o v, , o*w,
&y (= X K = TS
7/0 X kb ay
YOOy V| 0, (111.63)
ay OX axay
0w,
2
A N A
S _ a Ws 7yz _ ay 8y 0 _
ky -y 2 ! o v & = ¢z
kS a>/ 7/)(2 % + %
Y ) O°W, OX  OX
OXoy
et
9'(2) = 4@ (111.6b)
dz
Pour un matériau élastique en FGM, les relations constitutives peuvent s'écrire:
Jx _Cll ClZ C13 0 0 O ] gx
O-y C12 C22 C23 0 0 O (C,‘y
o | _ C;, C, C, 0 0 0 ||g (11.7)
T, 0o 0 0 C, 0 0 ||y,
T, 0 0 0 0 C; 0 ||r
Tw) [0 0 0 0 0 Cgul|ry

Ou (o, 0y, 0,, Ty, 7, Ty) €L (&,, &y, &, ¥yu» ¥ 7x) . SONt les composants de
contrainte et de déformation, respectivement.

Le calcul des constantes €lastiques C; dépend de quelle hypothese de &, nous considérons.

e Si g, =0(¢=0sans étirement), C; sont les constants élastiques réduits de la contrainte
plane données par:

_E@

= .C,=v G, (111.8a)
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E(2)

Cu=Cy=Cx=G(2)= 2(1+V)’

(111.8b)

e Si g =20 (étirement dépaisseur), C;sont les constantes élastiques

tridimensionnelles, données par

1—
Cll :C22 :C33 :QX(Z), Cp =Ci=Cyx=4(2) (III9a)
E(z
C,, =Cs =C :G(z):y(z):2(++)]/) (111.9b)
N _ vE(® B _ E@® . - .
Oui(z) ——(1_2V)(1+V)et,u(z) =G(z) = 2ev) sont les coefficients de Lamé. Le moduleE, G

et les coefficients élastiques C; varient dans I'épaisseur en fonction de I'equation. (111.1).
111.2.2.3. Les equations de mouvement

Les équations de mouvement du systeme sont obtenues en se basant sur le principe de
Hamilton (Reddy, 2002). Le principe prend la forme analytique suivante

0:

O Ly —

(U-&T)dt (111.10)

Ou s U est la variation de I'énergie de déformation; et s T est la variation de I'énergie cinétique.

La variation de I'énergie de déformation de la plaque est calculée par

ouU :{/[[O'Xé‘ &+0,0 &, +0,0 &,+71,0 ¥, +1,0 ¥, +7,0 7/XZ] dv (111.11)
= [[N,& &2 +N,5 &) +N,8 &7+ N3 75, + M5 K} + M5 k) + M} S kD

A

M5 ki +MiS ks + M2 S K +55.8 7y, +558 7y | dA=0

Ou Aest la surface supérieure et les résultantes des efforts et momentsN, M, ets sont
définis par
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Nx’ Ny' ny h/2 1
My, MP, MP b= [ (oy.0,.7,) 4 2 fdz (111.122)
M:, M Mg | f(2)
h/2
= j (5,) 9'(2)dz, (111.12b)
—h/2
h/2
(55.55)= | (zar7y) 9(2)dz. (111.12c)
—h/2
La variation de I'énergie cinétique de la plaque peut s'écrire
5T =j[u5u+v5 V+wS W] p(z) dV
j{ (0,8, +Vo6V, + (W, +W, ) (5w, +Sw, ) ]
|1(u065Wb b“ a(swb awbévj
oy
( o5W, | oW, ¢ 05w, oW, j
-J,| u, S Uy +V, SV,
oy
" 8W85W 8W85W K, oW, 06 W, 6\N85W
? X ay oy X O ay y
aw 85W 8W 00 W, 8W 00 W, 8W 00 W,
+J,

+J t( W, +W,)5 4, +4, (W, +w,))+K3'g, 5 ¢, dA

Ou la convention point-exposant indique

temps t; p(z)est la masse volumique donnée par 1’équation (I11.1); et (1,, 1,

(1o 13,35, 95, 15,3, K, K ) =

la différenciation par rapport a la variable de

Ji, Jlst' 1, J,

K,, K;') sont des inerties de masse définies comme

h/2

I (1,2,f,g,zz,zf,fz,gz)p(z)dz (111.14)

-h/2
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Les équations du mouvement sont dérivées de 1’équation (111.10) en intégrant les gradients

de deplacement et en fixant les coefficients de su,, 6v,, sw,, Sw,etse, séparément. Les

équations obtenues sont les suivantes:

5”0: %‘}' Xyzlouo_ll%_\]laws
ox oy OX OX
sy Mo N, _ o oW oW (111.15)
0 ox 8y 0o 1 8y 1 ay
M O'M,, O'M VR )
SW,: 0 le +2—2 4+ —— L =1 (W, + W)+ 1, Py | Ko —1LVAW, -3, VAW, + 34,
OX axay 8y OX ay

2MS _0*MS M s 988
Sw,: 8|\/2IX+2 Y4 2y+GSXZ+ yz
OX oxoy oy ox oy

ou, ov .
= 1o (W, +w, )+ Jl[a—xuﬁ]— J, V20, — K VAW, + 74,
8Ss  0S: o ..
§¢z: 6—;((24'6—;2— NZ = \]lSt (Wb -|-WS)-I- KZSt¢Z
En substituant les relations contrainte-déformation dans les définitions des résultantes de
force et de moment de la théorie actuelle donnée dans les équations (I11.12) les résultantes de

contrainte sont obtenues comme suit:

N A B B e L
M°t=| B D D°[{k°+| L |2, S=A%, (111.16a)
M*| |B® D° H*|lk’] |R

N, =R°¢+ L(gf+g§’)+ Ls(kf +k§)+ R(kj +kj), (111.16b)

ol
N={N,N,. NP MP={MEMEMEL, Me={M; MEME L, (111.17a)

e={el ey} K=l K ={kK K (111.17b)
Ar A, O By B, 0 % Dp O .17

A= A12 Azz 0|, B= BlZ Bzz 0|, D= D12 Dzz 0 ( ' C)
0 0 A, 0 0 B, 0 0 Dg
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B, B, O D, D, 0 Hy Hy 0
B°=|B, B, 0| D°=/D, D O | H'=\H;, H; 0 |, q.17d)
0 0 B 0 0 D 0 0 H
. 1
z
i i . S 0 LS h/2 .
SZ{SXZ,SW}, 7:{7xz,yyz}, A :[AM S] = I A(2) f(z) 9'(2)dz (111.17¢)
0 A)S R —-h/2 1—V
R’ 9'(z)—
|4

Ou les coefficients de rigidité A; etB;; ,... etc., sont définis comme

Ail Bll Dll Blsl Dlsl Hlsl

h/2 v
A, B, D, B, D) H :I/1(2)(1,2,22,f(z),zf(z),fz(z)) 1 ldz, (11.18a)
AGG BGG D66 B;G DGSB H 686 2 1_ 2

et

(Azzi Bzz’ Dzzl 8252' Dzsz’ H252) :('All’ Bu’ D11! Blsl' Dlsl' Hlsl)’ (|||.18b)

h/2

Ko=As= [ u@[9@)] dz (111.18¢)

-h/2

En remplagant 1’équations (111.16) dans 1’équation (111.15), les équations de mouvement

peuvent étre exprimées en termes de déplacements (8 u,, 6v,, w,, Sw,, & @,) COMMEe:

Al + Aoy + (A12 + Ass )dlzvo —Bydy, W, - ( By, + 2B )dlZZWb
_(sz + ZBGSB)des -B:d,,W, + Ld,¢ = I,u, — 1,d,w, — J,d, W, (111.19a)

Azzdzzvo + A&ssdllvo + ( A12 + A&se ) d12u0 - Bzzdzzzwb - ( BlZ + 2866 )d112Wb

s s s ‘ ‘ ‘ (111.19b)
_( BlZ + ZBae)dnst - Bzzdzzzws + Ld2¢ = IoVo - IleWb - J1d2Ws1
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Blldllluo + ( By, + 2B ) d122u0 + ( By, + 2B ) d112Vo + Bzzdzzzvo - Dlldlllle -2 ( D, + 2D )d1122Wb
- D22d2222Wb - Dlsldllllws - 2( Dlsz + 2D656 ) d1122W5 - D252d2222Ws +L° (d11¢z + d22¢z ) = Io (Wb + Ws)
+ 1, (dytty +d,Vg ) = 1, (W, +d W, )= J, (dyy W, +d,,W, )+ 574, (111.19¢)

Blsldllluo + ( BlSZ +2 Bge ) d122u0 + (Blsz + 28636 ) d112V0 + stzdzzzvo - D151d1111Wb -2 ( Dlsz +2 Dgs )dllZZWb
- Dzszdzzzzwb - Hlsldllllws -2 ( Hlsz + 2H656 ) d1122Ws —-H 252d2222Ws + A454d11Ws + Asssdzzws

+ R(dll¢z + 058, ) + Aydig, + Adyd, =1, (Wb + W, ) +J, (dll'.lo + dzvo)_ J, (dll\l\'lb + dzzwb)
_KZ(dllws +d22Ws)+thé52 (111.19d)

L(dty +d,Vg ) — L (dyyw, +dpw, ) — (R+ A ) dyyw, —(R+ A, ) d W,
~ALdud, — Ay, + R, = 37 (W, +W, ) + K4, (111.19)

oud;, dy etdy,,sont les opérateurs différentiels suivants:

0’ 0° o' o i
d = cdo=—2 d o=—% 4= (i jlm=12). (111.20)
booxox; " oxoxox T ox0x,0%0%, X

111.2.3. Solution analytique pour une plague FGM simplement appuyées
La technique de Navier qui utilise les doubles séries de Fourier est adoptée pour résoudre
les équations de mouvement de la vibration libre de la plaque en FGM. Les conditions aux

limites de la plaque FGM simplement appuyées sont

v0=wb=ws=aws=¢Z=NX=MS=M§=0 a x=0, a (111.21a)
oy
oW, b s
uozwb:wszas:¢Z:Ny:|\/|y:|\/|y:0 a y=0,b (111.21b)
X

La forme de solution pour uy, v,, w,, w,ete,qui satisfait les conditions aux limites

données dans I'équation. (I11.21) est étendu en serie double Fourier comme:
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o U, e cos(Z X)sin(u y)
Vo | . . |Vm€“sin(Ax)cos(uy)
W, =D D W, e sin(A x)sin(u y) (111.22)
w, m=1 n-1 W, e sin(4 x)sin(u y)
?: ® e sin(2 x)sin(u y)

OUU,ny Vins Wonns Wenn €@, SONt des parameétres arbitraires a déterminer, wmest la
fréquence propre associée a (m, n)le mode propre, etA=mz/aetu=nz/b.

Substituant les expressions (111.22) dans les équations de mouvement (111.19), les solutions

peuvent étre obtenues a partir du systéme matriciel suivant :

a; &, &3 &, g m, 0 m, m, O U 0
Q, Qy 9y Ay aym 0 my my my, O Von 0
Qg Ay Q3 Ay Ay o’ Mg My Mgy My Mg | AWy, =10, (111.23)
a, Ay 9 3y, o My, My My My, My | W, 0

| &5 A Az Ay Agg L 0 0 my my, Mgs | ) | P 0

avec
a; = _(Au/lz + A&seﬂz)
a,=—Au (Aiz +A66)
3y =4 [Bll;t2 +(Blz +2866) ,uz]
3, =4 [Blslj’z +(B].52 +ZBGSG) qu]
Q5 = LA
&y = _('Abeﬂz + Azzluz)
8,5 = 1t [(By, +2Bg;) A+ Byp’]
a =u [(B.'LSZ +28656) A%+ B282,“2]
(111.24)

A, =Lu

8y =—(DyA" +2(Dy, + 2Dy ) A% ° + Dy t* )

8y, =—(DjA* +2(D}, +2D5)A° u®+D5, ut)

Ay =—L (/12 +,u2)

8y, =—(HuA* + 2(Hy, + 2HG) A% % + Hiyudt + A2 + Ayl )
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s :—[ALAZ + A’ +R(A7 +y2)]
A5 :_(Ajzﬂz +A555/12 + Rs)
m, =m, =—l,,m; =41,

My, = Ady, My = puly, My, = pdy,
Mgy =—[ 1o+1, (4% + 2],

My, =—| Io+3, (4 +4) ],

B 2 2 st t
m44=__|o+K2</1 +u )] My =My =—J;°, My =—KJ

111.3. Conclusion

Ce travail présente une formulation mathématique pour I’analyse de la réponse dynamique
des plaques fonctionnellement graduée simplement appuyée en utilisant une théorie quasi-
3D (HSDT) hyperbolique inverse avec seulement cing inconnues. La théorie explique les
effets de déformation du cisaillement et d'étirement sans 1’introduction des facteurs de
correction de cisaillement. Les équations du mouvement sont dérivées en utilisant le principe
d’Hamilton. Dans le chapitre suivant une Série des résultats numérique seront présentés et

discuté en détail.
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Chapitre IV Présentation et discussions des résultats

IV.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter un ensemble de résultats obtenus suite a I’exécution
du programme de calcul Maple, nous présenterons les résultats de 1’étude dynamique des
plagues non-homogéne simplement appuyées en tenant compte ’effet de 1’étirement de
I’épaisseur. Des exemples numériques sont présentés pour vérifier I'exactitude et 1’efficacité
de la theorie actuelle. Les effets de I’indice de la fraction volumique, le nombre de mode de
vibration et les rapports de dimensions et de géométrie sur les fréquences naturels sont aussi

discutés en détail
IV.2. Etude dynamique des plaques en FGM simplement appuyées

La plaque étudié est suppose simplement appuyées, elle est composé de céramique et de métal
avec une distribution graduel a travers 1’épaisseur (voir figure IV.1)

Figure IV.1 : Géométrie d 'une plaque en FGM (Nguyen, 2014).

Les propriétés des matériaux utilises dans ce travail sont résumees dans le tableau IV.1.

Tableau 1V.1 : caracteéristiques des matériaux utilisés (Nguyen, 2014).

_ Métal Céramique
Propriéetes lumin N
Aluminitm (A) Alumina (AlO;) Zirconia (ZrO,)
E (GPa) 70 380 200
v 0.3 0.3 03
p(kg/m’) 2702 3800 5700
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Pour des raisons d’interprétation toutes les valeurs des fréquences seront présentées
sous une forme adimensionnelle:

2
w:a)h\/Z D=w b—2 /'O—h ﬂ:w_a\/z
G T D h VG

7

— pc . — _ wa? ,p — _ wa? ,p
w—thE:C,w—T C/EC,(U—T M/EM

’

Le Tableau IV. 2 présente la fréquence naturelle adimensionnelle (w =wh p/G)

des plaques isotrope carrée (avec a/h=10) en fonction du nombre de mode (m,n).

Tableau IV. 2 : Comparaison des fréquences naturelles non-dimensionnelle (zv =wh p/G)

pour plaque carrée isotrope (a/h = 10)

Mode (m,n)
Théories €z
1Y) | 12 (2,2) (1,3) 23) | B3 (2,4) (1,5)
Jha et al. (2013) #0 |0.0932 | 0.2226 | 0.3421 | 0.4172 |0.5240 | 0.6892 | 0.7515 | 0.9275
Srinavas et al. (1970) #0 | 0.0932 | 0.2226 | 0.3421 | 0.4171 |0.5239 | 0.6889 | 0.7511 |0.9268
Whitney et al. (1970) =0 | 0.0930 | 0.2220 | 0.3406 | 0.4149 |0.5206 | 0.6834 | 0.7447 |0.9174

Akavci et Tanrikulu (2015) | =0 | 0.0930 | 0.2219 | 0.3407 | 0.4151 | 05209 | 0.6841 | 0.7455 | 0.9189

Model proposé =0 | 0.0930 | 0.2220 | 0.3406 | 0.4151 |0.5208 | 0.6842 | 0.7457 | 0.9191

Akavci et Tanrikulu (2015) | #0 | 0.0932 | 0.2227 | 0.3424 | 0.4176 | 05247 | 0.6902 | 0.7526 | 0.9290

Model proposé quasi-3D #0 | 0.0932 | 0.2229 | 0.3427 | 0.4178 |0.5249 | 0.6904 | 0.7531 | 0.9294

Les résultats présenté on utilisant le modele actuel a cing variables sont comparées
avec les modéle de Whitney et Pagano (1970) en utilisent la théorie de déformation de
cisaillement de premiére ordre et la théorie ordre élevée de (Akavci et Tanrikulu ,2015) et des
autres modeles quasi-3D de (Jha et al. 2013 ; Akavci et Tanrikulu, 2015) et le modele exacte
(élasticité 3D) de Srinavas et al. (1970). A partir des comparaisons effectué, en peut constater
qu’un bon accord est confirmé entre les présentes reésultats et ceux de la théorie exacte et les
modeéles quasi-3D.

On peut conclure aussi que I’effet d’étirement de 1’épaisseur (g, # 0) joue un réle

important dans le cas des modes de vibration élevés.
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Le tableau V.3 présente les huit premiers parametres de fréquence (a)) des plaques

isotropes simplement appuyées en fonction de rapport d’épaisseur h/b, les résultats obtenue en
utilisant le modéle actuel sont comparé a ceux trouvées dans la littératures (Mahi et al . 2014 ;
Leissa, 1973 ; Chebyshev-Ritz, 2002 ; Liew et Teo, 1999 ; Mindlin,1956 ; Lim et Liew,1998 ;
Srinivas et al. 1970 ; Leissa et Zhang , 1983 ; Malik et Bert,1998 ; Srinivas et al.1970).
Encore une fois une bonne concordance est constatée entre le modéle actuel et d’autres
modeles basées sur les théories de déformation de cisaillement (Mahi et al. 2014 ; Mindlin,
1956 ; Lim et Liew, 1998 ; Srinivas et al. 1970 ; Leissa et Zhang , 1983 ; Malik et Bert,1998 ;

Srinivas et al.1970).

Tableau IV. 3: Comparaison des huit premiers parametres de fréquence (a) = a)[

Plaques carrées isotropes

2
V4

sz olt!

] des
D

Numéro de mode
h/b Source 1 2 3 4 5 6 7 8
1,1 1,2 21 2,2 1,3 3,1 2,3 3,2
Model proposé 1,9992 | 4,9954 | 4,9954 | 7,9882 | 9,9817 | 9,9817 | 12,9693 | 12,9693
HSDT (Mahi et al . 2014) 1.9993 | 4.9955 | 4.9955 | 7.9885 | 9.9839 | 9.9839 | 12.9711 | 12.9712
0.01 | CPT (Leissa, 1973) 2 5 5 8 10 10 13 13
3-D (Chebyshev-Ritz, 2002) 1.99724.9999 | 4.9999 | 7.9996 | 9.9995 | 9.9995 | 13.0000 | 13.0000
3-D (Liew etTeo, 1999) 1.9952 | 4.9977 | 5.0081 | 7.9957 | 10.0240 | 10.0290 | 13.0110 | 13.0120
Model proposé 1,9317(4,6090 | 4,6090 | 6.5234 | 6.5234 | 7,0735 | 8,6197 | 8,6197
HSDT (Mahi et al. 2014) 1.9319 | 4.6098 | 4.6098 | 6.5234 | 6.5234 | 7.0755 | 8.6238 | 8.6238
FSDT (Mindlin 1956) 1.9311|4.6048 | 4.6048 - - 7.0637 | 8.6049 | 8.6049
Lim et Liew (1998) 1.9317 | 4.6088 | 4.6088 | 6.5233 | 6.5233 | 7.0731 | 8.6189 | 8.6189
0.1 | 3-D (Srinivas et al. 1970) 1.9342 | 4.6222 | 4.6222 - - 7.1030 | 8.6617 | 8.6617
3-D (Leissa et Zhang , 1983) 1.9342 | 4.6222 | 4.6222 | 6.5234 | 6.5234 | 7.1030 | "8.6617 | 8.6617
3-D DQ (Malik et Bert, 1998) 1.9342|4.6222 | 4.6222 | 6.5234 | 6.5234 | 7.1030 | 8.6617 | 8.6617
3-D DQ (Chebyshev-Ritz, 2002) |1.9342 |4.6222 | 4.6222 |6.5234 | 6.5234 | 7.1030 | 8.6617 | 8.6617
3-D DQ (Liew etTeo, 1999) 1.9342 | 4.6250 | 4.6250 | 6.5234 | 6.5234 | 7.1064 | 8.6932 | 8.6932

Les plus grandes valeurs de la fréquence (&)sont obtenue pour les modes élevées de la

vibration car c’est les modes les plus difficile a 1’obtenir, on remarque aussi que les théories
de déformation de cisaillement donne des résultats proches a celle de la théorie classique dans
le cas des plaques minces car I’effet de la déeformation de cisaillement est néglige.

Le tableau IV. 4 présente les valeurs de la fréquence fondamentale adimensionnelle (/3)

des plagques simplement appuyées isotropes et en matériaux fonctionnellement graduées. Les
résultats actuel (sans et avec I’effet d’étirement) sont comparé avec ceux de la solution exacte
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basée sur 1’élasticité en trois dimensions (3D) développé par Uymaz et Aydogdu (2007) et le
modéle HSDT de Nguyen (2014).

Tableau IV. 4: Comparaison de la fréquence fondamentale non dimensionnelle (ﬂ:%a g]
des plaques carrées AL /Z,.0,
Indice de loi de puissance
a’h Théories
0 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10
3D (Uymaz et Aydogdu, 2007) |1.2589|1.2296 | 1.2049 | 1.1484 | 1.0913 | 1.0344 | 0.9777 | 0.9507
HSDT (Nguyen, 2014) 1.2571|1.2259(1.2010|1.1443|1.0882 | 1.0325 | 0.9771 | 0.9540
2 Model proposé 2D 1,2460(1,2171|1,1921|1,1355|1,0790| 1,0239|0,9688 | 0,9441
Model proposé quasi-3D 1,26501,2359|1,2110|1,1546|1,0981|1,0417|0,9839|0,9578
3D (Uymaz et Aydogdu, 2007) |1.7748|1.7262|1.6881|1.6031 | 1.4764 | 1.4628 | 1.4106 | 1.3711
HSDT (Nguyen, 2014) 1.7723|1.7241|1.6850 | 1.6003 | 1.5245 | 1.4629 | 1.4084 | 1.3726
> Model proposé 2D 1,7684|1,7217|1,6825|1,5976|1,5213 |1,4601 | 1,4057 | 1,3691
Model proposé quasi-3D 1,7783|1,7317|1,6927|1,6096|1,5353|1,4745|1,4171| 1,378
3D (Uymaz et Aydogdu, 2007) |1.9339|1.8788|1.8357 | 1.7406 | 1.6583 | 1.5968 | 1.5491 | 1.5066
10 HSDT (Nguyen, 2014) 1.9330|1.8783(1.8342|1.7402| 1.6593 | 1.5994 | 1.5500 | 1.5095
Model proposé 2D 1,9317|1,8784|1,8339|1,7397|1,6583|1,5984|1,5492|1,5083
Model proposé quasi-3D 1,9361|1,8830|1,8392|1,7472|1,6686|1,6099|1,5573|1,5137
3D (Uymaz et Aydogdu, 2007) |1.9570|1.9261|1.8788|1.7832|1.6999 | 1.6401 | 1.5937 | 1.5491
20 HSDT (Nguyen, 2014) 1.9824|1.9257|1.8799|1.7830|1.7006 | 1.6417 | 1.5945 | 1.5524
Model proposé 2D 1,9820|1,9265(1,8805|1,7832|1,7003 | 1,6415|1,5942 | 1,5520
Model proposé quasi-3D 1,98441,9293(1,8838|1,7892|1,7093|1,6518 | 1,6012 | 1,5560
3D (Uymaz et Aydogdu, 2007) |1.9974 | 1.9390 | 1.8920 | 1.7944 | 1.7117 | 1.6522 | 1.6062 | 1.5620
50 HSDT (Nguyen, 2014) 1.9971(1.9398 [ 1.8935 | 1.7957 | 1.7129 | 1.6544 | 1.6079 | 1.5653
Model proposé 2D 1,9970|1,9410|1,8943|1,7961|1,7128|1,6543|1,6077|1,5651
Model proposé quasi-3D 1,9989|1,9430|1,8971|1,8016|1,7214|1,6642|1,6143|1,5688
3D (Uymaz et Aydogdu, 2007) [1.9974|1.9416|1.8920|1.7972|1.7117 | 1.6552 | 1.6062 | 1.5652
100 | HSDT (Nguyen, 2014) 1.9993|1.9418|1.8955|1.7975|1.7147|1.6562| 1.6098 | 1.5671
Model proposé 2D 1,99911,9430(1,8963|1,7979|1,7145|1,6562 | 1,6098 | 1,5669
Model proposé quasi-3D 2,0009|1,94501,89901,8033|1,7232|1,6660 |1,6162|1,5705

Il est clair que les résultats actuelle calculés en tenant compte de 1’effet d’étirement

sont satisfaisante, on remarque aussi que pour les plaques minces tous les résultats sont

presque identique & cause de I’omission de I’effet de I’étirement de 1’épaisseur (déformation

transversale).

Il est remarquable d’aprés le tableau que la fréquence fondamentale

adimensionnelle est en relation inverse avec le parametre du matériau *’p’’ car la plaque

devient moins rigide par contre ces fréquence augmente avec 1’augmentation du rapport a/h.

56




Chapitre IV Présentation et discussions des résultats

La variation de la fréquence naturel adimensionnelle des plaques fonctionnellement
gradué simplement appuie en fonction du rapport de géometre a/h , le nombre de mode (m,n)
et I’indice de le puissance ’P’’ est présente dans le tableau 1V.5.

Tableau IV. 5: Comparaison des trois premiéeres fréquences non dimensionnelles (@) Pour une
Plaque carréeAl/Al,0;.

Mode i Indice de loi de puissance
a’/h (m.n) Théories 5 05 1 P 1 10

Quasi-3D Matsunaga (2008) 0.2121 [0.1819| 0.1640 | 0.1383 | 0.1306
TSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.2113 |0.1807| 0.1631 | 0.1378 | 0.1301
FSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.2112 [0.1805| 0.1631 | 0.1397 | 0.1324
1(1,1) [HSDT Thai et Kim (2013) 0.2113 |0.1807| 0.1631 | 0.1378 | 0.1301
HSDT Nguyen (2014) 0.2117 |0.1810| 0.1634 | 0.1378 | 0.1303
Model proposé 2D 0.2113 |0.1807| 0.1631 | 0.1378 | 0.1300
Model proposé quasi-3D 0.2124 |0.1827| 0.1661 | 0.1410 | 0.1318
Quasi-3D Matsunaga (2008) 0.4658 [0.4040| 0.3644 | 0.3000 | 0.2790
TSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.4623 |0.3989| 0.3607 | 0.2980 | 0.2771
5 FSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.4618 |0.3978| 0.3604 | 0.3049 | 0.2856
2(1,2) |HSDT Thai et Kim (2013) 0.4623 |0.3989| 0.3607 | 0.2980 | 0.2771
HSDT Nguyen (2014) 0.4645 |0.4004| 0.3622 | 0.2981 | 0.2783
Model proposé 2D 0.4623 |0.3990| 0.3608 | 0.2977 | 0.2770
Model proposé quasi-3D 0.4669 |0.4048| 0.3683 | 0.3049 | 0.2814
TSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.6688 |0.5803| 0.5254 | 0.4284 | 0.3948
FSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.6676 [0.5779| 0.5245 | 0.4405 | 0.4097
32.2) HSDT Thai et Kim (2013) 0.6688 |0.5803| 0.5254 | 0.4284 | 0.3948
' HSDT Nguyen (2014) 0.6734 |0.5836| 0.5286 | 0.4291 | 0.3974
Model proposé 2D 0.6691 |0.5805| 0.5255 | 0.4281 | 0.3946
Model proposé quasi-3D 0.6775 [0.5904| 0.5375 | 0.4385 | 0.4014
Quasi-3D Matsunaga (2008) 0.0578 |0.0492| 0.0443 | 0.0381 | 0.0364
TSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.0577 |0.0490| 0.0442 | 0.0381 | 0.0364
FSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.0577 [0.0490| 0.0442 | 0.0382 | 0.0366
1(1,1) [HSDT Thai et Kim (2013) 0.0577 |0.0490| 0.0442 | 0.0381 | 0.0364
HSDT Nguyen (2014) 0.0577 |0.0490| 0.0442 | 0.0381 | 0.0364
Model proposé 2D 0.0575 |0.0490| 0.0442 | 0.0379 | 0.0363
10 Model proposé quasi-3D 0.0578 |0.0494 | 0.0449 | 0.0389 | 0.0368
Quasi-3D Matsunaga (2008) 0.1381 |0.1180| 0.1063 | 0.0905 | 0.0859
TSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.1377 |0.1174| 0.1059 | 0.0903 | 0.0856
FSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.1376 [0.1173| 0.1059 | 0.0911 | 0.0867
2(1,2) |HSDT Thai et Kim (2013) 0.1377 |0.1174| 0.1059 | 0.0903 | 0.0856
HSDT Nguyen (2014) 0.1379 |0.1175| 0.1060 | 0.0902 | 0.0857
Model proposé 2D 0.1376 |0.1174| 0.1059 | 0.0902 | 0.0856
Model proposé quasi-3D 0.1382 |0.1185| 0.1077 | 0.0923 | 0.0867
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Tableau 1V. 5: (Continuité)

o l(\:lnoﬂt)e héories Indice de loi de puissance
’ 0 0.5 1 4 10

TSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.2113 |0.1807 | 0.1631 | 0.1378 | 0.1301
FSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) 0.2112 {0.1805|0.1631 | 0.1397 | 0.1324
HSDT Thai et Kim (2013) 0.2113 |0.1807|0.1631 | 0.1378 | 0.1301
10132 HSDT Nguyen (2014) 0.2117 |0.1810| 0.1634 | 0.1378 | 0.1303
Model proposé 2D 0.2125 |0.1807| 0.1631 | 0.1378 | 0.1300
Model proposé quasi-3D 0.2124 |0.1827|0.1661 | 0.1410 | 0.1318
TSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.0148 |0.0125| 0.0113 | 0.0098 | 0.0094
FSDT Hosseini-Hashemi et al. (2011) | 0.0148 |0.0125|0.0113 | 0.0098 | 0.0094
HSDT Thai et Kim (2013) 0.0148 |0.0125| 0.0113 | 0.0098 | 0.0094
11 HSDT Nguyen (2014) 0.0148 |0.0125| 0.0113 | 0.0098 | 0.0094
Model proposé 2D 0.0148 |0.0125| 0.0113 | 0.0098 | 0.0094
20 Model proposé quasi-3D 0.0148 |0.0126|0.0114 | 0.0100 | 0.0095
HSDT Nguyen (2014) 0.0365 [0.0310| 0.0279 | 0.0241 | 0.0231
2(1,2) | Model proposé 2D 0.0365 [0.0310| 0.0279 | 0.0241 | 0.0231
Model proposé quasi-3D 0.0365 |0.0312|0.0283 | 0.0246 | 0.0234
HSDT Nguyen (2014) 0.0577 |0.0490| 0.0442 | 0.0381 | 0.0364
3(2,2) | Model proposé 2D 0.0577 |0.0490| 0.0442 | 0.0381 | 0.0364
Model proposé quasi-3D 0.0578 [0.0494 | 0.0449 | 0.0389 | 0.0368

A travers la comparaison effectué on peut remarquer que les résultats obtenue en
utilisant le présent modele (quasi-3D) sont en bon accord avec ceux trouvées par les théories
de déformation de cisaillement d’ordre élevé HDST de Nguyen (2014), de premier ordre
(FSDT) et du troisieme ordre (TSDT) de Hosseini-Hashemi et al.(2011) et ceux de Thai et
Kim (2013) en utilisant la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevée (HSDT) .

Il est clair a partir du tableau 1V.5 que la fréquence naturelle adimensionnelle est en
relation inverse avec 1’indice p et le rapport a/h.

Le tableau 1V.6 présente les valeurs des fréquences fondamentales adimensionnelles des
plaques carrées en aluminium céramique AL/AL,O3en fonction des parametres des matériaux

et le rapport (a/h).
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Tableau 1V. 6: Comparaison des fréquences fondamentales non dimensionnelles w =

wh [2€ pour une Plaque carrée Al/Al,0,

Ec

. k

a/h Théories €z 0 05 1 4 10
Zhu et Liew (2011) = 0.9265 | 0.8060 | 0.7331 | 0.6112 | 0.5640
Matsunaga (2008) #0 | 0.9400 | 0.8232 | 0.7477 | 0.5997 | 0.5460
Sheikholeslami et Saidi (2013) | #0 | 0.9400 | 0.8223 | 0.7475 | 0.5995 | 0.5461
) Belabed et al. (2014) #0 | 0.9414 | 0.8248 | 0.7516 | 0.6056 | 0.5495
Akavci et Tanrikulu (2015) = 0.9303 | 0.8115 | 0.7360 | 0.5921 | 0.5413
Model proposé = 0.9304 | 0.8115 | 0.7361 | 0.5921 | 0.5413
Akavci et Tanrikulu (2015) #0 | 0.9440 | 0.8269 | 0.7536 | 0.6063 | 0.5506
Model proposée #0 | 0,9446 | 0,8273 | 0,7539 | 0,6065 | 0,5508
Zhu et Liew (2011) = 0.2111 | 0.1804 | 0.1629 | 0.1395 | 0.1323
Benachour et al. (2011) =0 | 0.2112 | 0.1806 | 0.1628 | 0.1375 | 0.1300
Hosseini et al. (2011) = 0.2113 | 0.1807 | 0.1631 | 0.1378 0.1301
Matsunaga (2008) #0 | 0.2121 | 0.1819 | 0.1640 | 0.1383 | 0.1306
5 Sheikholeslami et Saidi (2013) | #0 | 0.2121 | 0.1818 | 0.1640 | 0.1382 | 0.1306
Belabed et al. (2014) #0 | 0.2121 | 0.1819 | 0.1640 | 0.1383 | 0.1306
Akavci et Tanrikulu (2015) = 0.2113 | 0.1807 | 0.1631 | 0.1378 | 0.1300
Model proposée = 0.2113 | 0.1807 | 0.1631 | 0.1378 | 0.1300
Akavci et Tanrikulu (2015) #0 | 0.2124 | 0.1827 | 0.1661 | 0.1410 | 0.1319
Model proposée #0 | 0,2124 | 0,1827 | 0,1661 | 0.1410 | 0,1319
Zhu et Liew (2011) = 0.0576 | 0.0489 | 0.0441 | 0.0381 | 0.0365
Benachour et al. (2011) =0 | 0.0576 | 0.0490 | 0.0441 | 0.0380 | 0.0363
Hosseini et al. (2011) = 0.0577 | 0.0490 | 0.0442 | 0.0381 | 0.0364
Matsunaga (2008) #0 | 0.0577 | 0.0491 | 0.0442 | 0.0381 | 0.0364
10 Sheikholeslami et Saidi (2013) | #0 | 0.0577 | 0.0491 | 0.0442 | 0.0381 | 0.0364
Belabed et al. (2014) #0 | 0.0578 | 0.0494 | 0.0449 | 0.0389 | 0.0368
Akavci et Tanrikulu (2015) = 0.0577 | 0.0490 | 0.0442 | 0.0380 | 0.0363
Model proposé = 0.0577 | 0.0490 | 0.0442 | 0.0381 | 0.0364
Akavci et Tanrikulu (2015) #0 | 0.0578 | 0.0494 | 0.0449 | 0.0389 | 0.0368
Model proposé #0 | 0,0578 | 0,0494 | 0,0449 | 0,0389 | 0,0368
Benachour et al. (2011) = 0.0148 | 0.0125 | 0.0113 | 0.0098 | 0.0094
Hosseini et al. (2011) = 0.0148 | 0.0125 | 0.0113 | 0.0098 | 0.0094
Sheikholeslami et Saidi (2013) | #0 | 0.0148 | 0.0125 | 0.0113 | 0.0098 | 0.0094
20 Belabed et al. (2014) #0 | 0.0148 | 0.0126 | 0.0115 | 0.0100 | 0.0095
Akavci et Tanrikulu (2015) = 0.0148 | 0.0125 | 0.0113 | 0.0098 | 0.0094
Model proposé = 0.0148 | 0.0125 | 0.0113 | 0.0098 | 0.0094
Akavci et Tanrikulu (2015) #0 | 0.0148 | 0.0126 | 0.0115 | 0.0100 | 0.0095
Model proposée #0 | 0,0148 | 0,0126 | 0,0115 | 0.0100 | 0,0095

Les résultats sont comparés avec ceux obtenues par la théorie de cisaillement de 1*

ordre de Zhu et Liew (2011), les théories de déformation de cisaillement (2D) de Benacheur

et al. (2011) et Hosseini et al. (2011) et les théories de déformation de cisaillement quasi-3D
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de (Matsunage, 2008 ; Sheikholeslami et Saidi 2013; Belabed et al. 2014 ; Akavci et
Tanrikulu 2015). Encore, les résultats obtenus sont on bonne accord avec les solutions quasi-
3D pour les plaques trés épaisses.

Le tableau (IV.6) montre aussi que la fréquence fondamentale augmente avec
I’augmentation de 1’épaisseur de la plaque et déminée avec 1’indice de puissance (p).

Il est clair d’aprés les résultats calculés que ’effet de 1’étirement de 1’épaisseur joue un
réle significative sur les fréquences fondamentales des plaques épaisses, par contre cet effet

(I’étirement de 1’épaisseur) devient négligeable dans le cas les plague minces.
- - 7 —_— 2
Les valeurs de trois premieres frequences naturelles @ = % /% en AL/AL,O3 sont
c

présentes dans le tableau IV.7. les résultats sont calculer pour I’indice P=0 ;0.5;1 ;4 et 10
pour les différents de modes des vibration (1,1) ,(1,2) et (2,2).

Tableau IV. 7: Comparaison des quatre premiéres fréquences propres non dimensionnelles

@ =22 pC/E pour une plaque carrée Al /AL,0, (a/h = 10).
h c

Mode A k

(m, n) Theories g, 0 05 1 2 0
Benachour et al. (2011) =0 | 5.7690 | 4.9000 | 4.4160 | 3.8040 | 3.6350
Matsunaga (2008) #0 | 5.7777 | 4.9170 | 4.4270 | 3.8110 | 3.6420
Belabed et al. (2014) #0 | 5.7800 | 4.9400 | 4.4900 | 3.8900 | 3.6800

(1,1) |Akavci et Tanrikulu (2015) =0 |5.7695 | 4.9015 | 4.4193 | 3.8064 | 3.6365
Model proposé =0 | 5.7695 | 4.9015 | 4,4193 | 3,8064 | 3,6365
Akavci et Tanrikulu (2015) #0 | 5.7807 | 4.9410 | 4.4907 | 3.8934 | 3.6827
Model proposé #0 | 5,7828 | 4,9424 | 4,4921 | 3,8944 | 3,6832
Benachour et al. (2011) =0 | 13.760 | 11.731 | 10.576 | 9.0120 | 8.5570
Matsunaga (2008) #0 |13.810 | 11.800 | 10.630 | 9.0450 | 8.5880
Belabed et al. (2014) #0 |13.800 | 11.840 | 10.770 | 9.2300 | 8.6800

(1,2) | Akavci et Tanrikulu (2015) = 13.765 | 11.739 | 10.590 | 9.0224 | 8.5613
Model proposé =0 | 13,766 | 11,739 | 10,591 | 9,0222 | 8,5613
Akavci (2015) #0 |13.817 | 11.851 | 10.773|9.2314 | 8.6768
Model proposé #0 | 13,822 |11,855 10,776 | 9,234 | 8,6786
Benachour et al. (2011) =0 |21.125|18.055 | 16.282 | 13.756 | 12.995
Matsunaga (2008) #0 |21.210 | 18.190 | 16.400 | 13.830 | 13.060
Belabed et al. (2014) #0 |21.210 | 18.250 | 16.590 | 14.090 | 13.180

(2.2) ['Akavci et Tanrikulu (2015) =0 | 21.127 | 18.073 | 16.313 | 13.777 | 13.002
Model proposé =0 | 21,127 |18,073| 16,314 | 13,776 | 13,003
Akavci et Tanrikulu (2015) #0 |21.237 | 18.268 | 16.609 | 14.099 | 13.186
Model proposé #0 | 21,245 18,275 | 16,615 | 14,104 | 13,189

60



Chapitre IV Présentation et discussions des résultats

Les résultats calculés sont comparé avec les modeles HSDTs de Benachour et al.
(2011) et Akavci et Tanrikulu (2015) et le modele quasi-3D de Belabed et al.(2014)
,Matsunaga (2008) et Akavci et Tanrikulu (2015). Encore une fois le présent modele donne
des résultats satisfaisante de fréquence naturelle adimensionnelle des plaques en FGM
simplement appuyée.

Il est remarquable que les plus grandes valeurs de fréquence sont obtenues pour un
mode de vibration (2,2) car ce mode et plus difficile a 1’obtenir.

Le tableau IV.8 montre les fréquences fondamentales des plaques a Alumium/ZrO2 en
fonction du rapport a/h et indice du matériau p.

Tableau IV . 8: Comparaison des fréquences fondamentales non dimensionnelles

w

W= Taz pM/EM pour plaque carrée AL /Z,.0, (m = n = 1) (homogénéisation Mori-Tanaka).

Pc /EC Pm /Em

Théorie k=0 k=1 alh=5

a/, =10 |ah=10 |ah=5|ah=10|ath=20| k=2 | k=3 | k=5

Benachour et al. (2011) =0| 4.6220 |5.7600 |5.6750| 6.1800 | 6.3200 |5.6225|5.6375|5.6650

Matsunaga (2008) #0| 4.6582 |5.7769 |5.7123| 6.1932 | 6.3390 |5.6599|5.6757 |5.7020
Neves et al. (2012) #0 - - 5.4825| 5.9600 | 6.1200 |5.4950 |5.5300 | 5.5625
Belabed et al. (2014) #0| 4.6591 |5.7800 |5.4800| 5.9700 | 6.1200 |5.5025 |5.5350 |5.5625
Alijani et al. (2014) #0| 4.6606 |5.7769 |5.4796| 5.9578 | 6.1040 |5.4919|5.5279|5.5633
Vel et al. (2004) #0| 4.6582 |5.7769 |5.4806 | 5.9609 | 6.1076 |5.4923|5.5285 |5.5632
Akavci et Tanrikulu (2015) |=0| 4.6236 |5.7695 |5.4216| 5.9136 | 6.0647 |5.4431|5.4798|5.5138
Model proposé 2D =0| 4.6238 |5.7695|5.4235| 5.9174 | 6.0662 |5.44405.48105.5160

Akavci et Tanrikulu (2015) |#0 | 4.6237 |5.7807 |5.4829| 5.9676 | 6.1160 |5.5064 |5.5388 | 5.5644

Model proposé Quasi-3D |#0| 4.6694 |5.7825|5.4875| 5.9742 | 6.1234 |5.6130|5.6610 | 5.5680

il est remarquable a partir des résultats que le présent modéle donne presque la méme
valeur de la fréquence naturel que Akavci et Tanrikulu (2015) mais avec un nombre de variable
réduit ce qui montre ’efficacité et ’exactitude du présent modéle pour prédire les valeurs de
la fréquence naturel en tenant compte de I’effet d’étirement de 1’épaisseur ,on abserve aussi
que les plus grand valeurs de la fréquence sont obtenue pour des rapport a/h et indice de

élevées.
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I1V.3. Etude paramétrique
Cette section est réservée pour 1’étude paramétrique pour montrer les différents

parametres influencant la réponse dynamiques des structures non-homogene.

L’effet du parametre de puissance et le rapport de géométrie a/h sur les fréquences
fondamentale adimensionnelle @ = wa?/h pC/EC des plaques fonctionnellement graduées
simplement appuyées sont présentés dans la figure 1V.2.

A partir des graphes tracés, on peut noter que la fréquence fondamentale
adimensionnelle et en relation inverse avec 1’indice p car la plaque devient moins rigide, par

contre la fréquence est en relation proportionnelle avec le rapport d’épaisseur a/h.

I 6.0
1 —ah=2 |
>3- - - - ah=5
e alh=10 -

5.0

454 V-

Frequence Fondamentale Adimensionnelle (@)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Indice de puissance

Figure 1V.2 : leffet du rapport de géométrie a/h et le paramétre de puissance sur les

fréquences fondamentale adimensionnellew = wa?/h /pC/E :
Cc
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L’effet des rapports de dimension b/a sur les fréequences fondamentales
adimensionnelles @ = wa?/h pc/E des plaques fonctionnellement graduées (avec p=0.5) est
Cc

illustre dans la figure 1V. 3. A partir des graphes tracés, on peut conclure que 1’augmentation

du rapport de dimension b/a conduit & une diminution des fréquences fondamentale @ =
wa?/h /pC/E car la plaque devient flexible et cette diminution devient considérable dans le
[

cas des plaques minces (a/h=20).

Fréquence Fondamentale Adimensionnelle (@)
[6)]
o
1
”~

— plaque trés épaisse |
- - - plague épaisse
4.5 - LS N plaque semi-épaisse
N —- - plague mince

3.5

3.0 H

n
o
1

1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Rapport de dimension *b/a™

Figure 1V.3 : La variation des fréquences fondamentales adimensionnelles @ = wa?/h /pC/E
Cc

des plaques fonctionnellement graduées (avec p=0.5) en fonction du rapport de dimension
b/a.

L’effet du parameétre de la fraction volumique (p) et le rapport (b/a) sur les fréquences
fondamentales des plaques épaisses en FGM est présenté dans la figure 1VV.4. On voit que la
fréquence fondamentale pour les plaques souples et influencé 1égerement avec 1’augmentation

du rapport de dimension, et cela inversé dans le cas des plaques épaisses et rigides.
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Figure 1V.4 : La variation des fréquences fondamentales adimensionnelles @ = wa?/h /pC/E
Cc

des plaques fonctionnellement graduées en fonction du rapport de dimension b/a pour les
différents types des plaques céramique, métallique et en FGM.

La figure IV.5 présente la variation des fréequences fondamentales adimensionnelles
@ = wa’/h pC/EC des plaques rectangulaires (b/a=2) simplement appuyées en fonction du
parameétre (p). On voit que 1’augmentation du paramétre de matériau (p) conduit a une
réduction des valeurs de la fréquence fondamentales @ = wa?/h m , par contre cette

derniere est en relation de corrélation directe avec le rapport d’épaisseur a/h car avec

I’augmentation de ce rapport la plaque en FGM devient mince.
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Figure IV.5 : La variation des fréquences fondamentales adimensionnelles @ = wa?/h /pC/E
[

des plaques rectangulaires en fonction du parametre (p) et le rapport de geométrie a/h.
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Fréquence Fondamentale Adimensionnelle (@)

Rapport de géometrie ""a/h"

Figure IV.6 : [’effet de l'indice de puissance de la densité sur la variation des fréquences
fondamentales adimensionnelles @ = wa?/h pC/E des plaques rectangulaires simplement
Cc

appuyees.
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L’influence du paramétre de puissance de la densité p, des plaques rectangulaires
(b=2a) simplement appuyées sur la frequence fondamentales adimensionnelle est illustré dans
la figure IV.6, on constate que le parameétre p, a une légere influence sur les fréquences
adimensionnelle quel que soit le type de plaque (épaisse, semi-épaisse et mince), on peut
conclure aussi que 1’épaisseur de la plaque joue un réle important sur les fondamentales

adimensionnelles.

1VV.4. Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons présenté les résultats numériques de 1’analyse de la
vibration libre des plaques simplement appuyés en utilisant une nouvelle théorie de
déformation de cisaillement élevé Quasi-3D a cing variables contre six et plus dans le modelé
existant dans la littérature. Cette théorie est développée dans le chapitre précédent. Tous les
résultats calculés sont parfaitement en bon accord avec ceux de la littérature.

Par conséquent, on peut conclure gque la théorie proposée est précise pour résoudre le

probleme de la réponse dynamique des plagues FG simplement appuyés.
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Conclusion Générale et perspective

Ce travail de thése présente I’étude de ’effet d’étirement de 1’épaisseur et la
déformation de cisaillement transverse sur la réponse dynamique des plaques
fonctionnellement graduée simplement appuyée en utilisant une théorie quasi-3D
hyperbolique inverse avec seulement quatre et cing inconnues. La théorie expliquent
correctement les effets de déformation du cisaillement Les équations gouvernante sont
dérivées en utilisant le principe d’Hamilton. Ces équations différentielles sont résolues par la
procédure de Navier. Les résultats sont validés avec des solutions existantes dans la

littérature.

A travers ce travail on peut conclure :

e La fréquence fondamentale adimensionnelle est en relation inverse avec le
parameétre (p) car la plaque devient moins rigide.

e La fréquence fondamentale adimensionnelle est en relation inverse avec le
paramétre du matériau (p) et le rapport le rapport de géométrie a/h.

e Les plus grandes valeurs de fréquence sont obtenues pour un mode de vibration
élevé car ce mode et plus difficile a 1I’obtenir.

o |’effet de I’étirement de 1’épaisseur joue un role significative sur les fréquences
fondamentales des plaques épaisses, par contre cet effet (I’étirement de
I’épaisseur) devient négligeable dans le cas les plaque minces.

e Les théories de déformation de cisaillement donne des résultats proches a celle de
la théorie classique dans le cas des plaques minces car ’effet de la déformation de

cisaillement est néglige.

En conclusion, on peut dire que les présentes théories ne pas seulement exactes mais aussi
efficaces pour prédire la fréquence fondamentale et naturelles des plaques fonctionnellement

gradue épaisses.

Le travail présenté dans le cadre de cette mémoire de master peut étre enrichi.
Nous envisageons, par exemple, en perspective, d’appliquer le présent modéle pour I’étude
statique des différentes formes de structures épaisses et modérément épaisses en matériaux

fonctionnellement gradué avec les différentes conditions aux limites.
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Abstract

In this work, dynamic response of the simply supported functionally graded (FG) plate is investigated using a novel quasi-
three-dimensional (3D) inverse hyperbolic shear deformation theory. The developed model is obtained by dividing the
transverse displacement

into bending, shear, and thickness stretching parts. The number of unknown variables is reduced to fives versus six or more
in the case of other shear and normal deformation theories.

The effective’s material properties as Young modulus and density are determined using a simple power law function. The
equations of motion are derived via Hamilton’s principle and resolved by applying the analytical solutions of Navier. The
obtained results are compared with those existing in the literature to confirm the accuracy of the current formulation.
Panoply of the parametric studies are presented and discussed to show the various parameters influencing the natural
frequency of the simply supported functionally graded (FG) plates.

Keywords: Dynamic response, inverse hyperbolic theory, stretching effect, power-law function, Hamilton’s principle,

Navier solution.

Résumeé

Dans ce travail, la réponse dynamique des plagques fonctionnellement graduées est étudiée en utilisant une nouvelle
théorie de déformation de cisaillement hyperbolique inverse quasi-3D. Le model développé est obtenue en devisant le
déplacement transversal en parties de flexion, cisaillement et 1’étirement de I’épaisseur. Le nombre des variables inconnues
est réduit a cinq contre six ou plus dans le cas d’autres théories de déformation normale et de cisaillement. Les propriétés
matérielles effectives comme le module de Young et la densité sont déterminé en utilisant une simple fonction de loi de
puissance. Les équations de mouvement sont dérivées par le principe d’Hamilton et résolue par I’application des solutions
analytiques de Navier. Les résultats obtenus sont comparée avec ceux existants dans la littérature pour confirmer
I’exactitude de la formulation actuelle. Une panoplie des études paramétriques est présentée et discuté pour montrer les

différents paramétres influencant la fréquence naturelle des plaques fonctionnellement graduée simplement appuyées.

Mots clés : réponse dynamique, théorie hyperbolique inverse, effet d’étirement, fonction de loi de puissance, principe

d’Hamilton, solution de Navier.
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